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BAB I 
ALJABAR 


1. Sistem Bilangan Real 
Andaikan N, Z, @ R berturut-turut menyatakan himpunan bilangan asli, himpunan 
bilangan bulat, himpunan bilangan rasional, dan himpunan bilangan real. Masing- 
masing himpunan ini dilengkapi dengan operasi tambah dan operasi kali disebut sistem 
bilangan. Sistem ini biasa ditulis notasi himpunan beserta operasinya. Sebagai contoh 
sistem bilangan asli ditulis (N,--,x) dan sistem bilangan real ditulis (RR, #, x). Yang 
biasanya cukup ditulis notasi himpunannya saja, yaitu N atau N saja. 
Berikut akan dibahas dua aksioma yang berkaitan dengan sistem bilangan real, yaitu 
aksioma lapangan dan aksioma urutan. 
1.1. Aksioma Lapangan 


a. 
1. 


Ya 


Aksioma Penjumlahan 

Sifat Ketertutupan 
Jika a dan b adalah bilangan real, maka ada satu dan hanya satu 
bilangan a tb ce NX, disebut sebagai jumlah. 

Sifat Komutatif 
Untuk sebarang bilangan a, b ce R, maka berlaku b-a- a-b 

Sifat Asosiatif 
Untuk sebarang bilangan a, b, c ce X, maka berlaku 
(a-b)-c-a-(b-#c) 

Eksistensi unsur nol sebagai identitas 
Ada satu dan hanya satu bilangan 0c RN yang disebut unsur identitas, 
yang memenuhi a-0— a, untuk sebaranga e X1. 

Eksistensi unsur negatif sebagai invers 
Ada satu dan hanya satu bilangan xe R , yang memenuhi a-x-—0, 
untuk sebarang a e R. Bilangan ini disebut unsur invers/negatif dari a 
dan dinotasikan dengan -a. 


Dari sifat-sifat pada aksioma-aksioma di atas, maka diperoleh teorema- 
teorema di bawah ini: 
Teorema a.1. 
Jika a dan b sebarang bilangan real, ada satu dan hanya satu bilangan x 
eNsedemikian hingga a- x— b. Bilangan x adalah x — b--(—a). 
Bukti. 
Untuk membuktikan teorema ini, kita harus menunjukkan dua hal ,yaitu: 
()) b--(-a) memenuhi persamaan a-x-—-b 
(ii) tidak ada bilangan lain yang memenuhi a- x-— b. 
Untuk membuktikan (i), andaikan x — b--(—a), maka perhatikan bahwa 
atX— as(b-#(—a) —a-(-—-atb)-—(a-(-—a)-b-0-1b-—b. (terbukti) 
Untuk membuktikan (ii), andaikan x adalah bilangan real sedemikian 
atxX— b. Tambahkan kedua ruas dengan (-a), kita peroleh: 
(awx)-(-a) -b-(-—a). 
Sekarang perhatikan, 
(a-x)-(—-a —atIx--(-a)l-a-(-at-x|-Ja-(-—a))-x—04-x—x. 
Jadi, kita simpulkan bahwa x — b--(-—a) dan ketunggalan solusi ini. 


Cat. Bilangan b--(-a) dinotasikan dengan b- a. 
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Teorema a.2. 
1. Jika a bilangan real, maka —(-a)-a 
2. Jika a dan b bilangan real, maka —(a-b) -— (—a)-(—b) 
Bukti 
1. Dari definisi negatif, kita punya 
(-a) -I--a)| -0,......”) a-(-a)- (-a)t-a-0......... Ban 
Dari, Aksioma a.5, menyatakan bahwa negatif dari (-a) adalah tunggal 
dan (“), (“x). Jadi, a--(-—a). 
2. Kita tahu dari definisi negatif bahwa 
(a-b)-I-la4w-b)|-0,........ “a 
Perhatikan kasus lain, 
ja-(-a)1-Ib-w(-b)1-0-0—0 
(at b)-(—-a) 4 (—b)I — 0, san. ann. Wesaan 
Dari (“““) dan (“““”) dan aksioma a.5, 
Jadi, —(aw-b) - (-a)-(—b) 


b. Aksioma Perkalian 

1. Sifat Ketertutupan 
Jika a dan b bilangan real, ada satu dan hanya satu bilangan real yang 
dinotasikan dengan ab atau (a x b), (a.b) yang disebut dengan kali. 

2. Sifat Komutatif 
Untuk setiap bilangan a dan b bilangan real, maka berlaku ba- ab. 

3. Sifat Asosiatif 
Untuk setiap bilangan a, b, dan c bilangan real, maka berlaku 
(abjc—- alba. 

4. Eksistensi unsur satu sebagai identitas 
Ada satu dan hanya satu bilangan real u, u z0, sedemikian hingga 
au-— a, untuk setiap a bilangan real. 

5. Eksistensi unsur invers 
Untuk setiap a bilangan real yang tidak nol, ada satu dan hanya satu 
bilangan x sedemikian hingga ax —1. Bilangan x ini disebut resiprokal 


(invers) dari a dan dinotasikan dengan at atau Ls 


6. Sifat Distribustif 
Untuk setiap a, b, dan c bilangan real, maka berlaku alb-c) -ab--ac. 


Dari sifat-sifat pada aksioma-aksioma di atas, maka diperoleh teorema- 
teorema di bawah ini: 

Teorema b.1 

Jika a sebarang bilangan real, maka a20 —0. 


Teorema b.2 
Jika a dan b bilangan real dimana az 0, maka ada satu dan hanya satu 


bilangan real x sedemikian hingga a. x - b. Bilangan x ini sama dengan 
x—ba. 
Teorema b.3 


1. Untuk adan b bilangan real, ab—0 jika dan hanya jika a-—0 atau b-0 


atau keduanya. 
2. Untuk adan b bilangan real, az0 & b-z0 jika dan hanya jika ab-z 0. 


2 13 — Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


Teorema b.4 


—41 
1. Jika az0, maka a' £0 dan ta -a. 


2. Jika az0 & bz0, maka (ab) —(a”).(b7). 
Teorema b.5 

Jika a dan b Semarang bilangan real, maka: 

1. a(l-b--ab) 


Notasi: (Sifat Pecahan) 

Simbol, ab” - - -a/b-a:b. 

Teorema b.6 

1. Untuk setiap bilangan real a, maka berlaku “- a. 


2. Jika az0, maka berlaku Sa. 
a 


LATIHAN 1.1 

1. Buktikan teorema b.1 — b.6! 

2. Jika a, b, dan c sebarang bilangan real, tunjukkan bahwa 
a-b4-c—-at-c#wb—bHa-c—bict-a-ct-at-b—cibia 

3. Buktikan bahwa (a-c)-(b-d) -(a-d)-(b-c). 

4. Jika a, b, dan c sebarang bilangan real , tunjukkan bahwa 
abc- acb- bac-cab-cba 

5. Jika a, b, dan c sebarang bilangan real , tunjukkan bahwa 
(ac).(bd) — (ab).( cd). 

6. Tunjukkan bahwa alb-c-#-d)-ab-ac-ad. 


1.2. Aksioma Urutan 

Misalkan sistem bilangan real memuat himpunan P yang memenuhi 3 sifat 
berikut: 

Sifat 1. 

Untuk setiap bilangan real x memiliki satu dan hanya satu sifat berikut: i) x — 0, 
ii) xe P (yaitu, x 50), iii) —xe P (yaitu, -x»0) 

Sifat 2. 

Jika x,y eP, maka xtyeP (x»0,y»0 5 x4y» 0) 

Sifat 3. 

Jika x,y eP, maka xyeP (x»0,y»0— xy » 0) 

Sifat 1, 2, dan 3 di atas berturut-turut disebut sifat trikotomi, sifat 
ketertutupan operasi tambah, & sifat ketertutupan operasi kali. 
Himpunan P di atas disebut himpunan bilangan real positif (simbol, x - 0 dimana 
xeP). 

Sekarang kita dapat definisikan: 
o relasi a lebih besar dari bjika a-beP (simbol, a» b) 
o relasi a lebih kecil dari bjika b-aeP (simbol, ax b) 
Perhatikan bahwa ax b eguivalen dengan b- a. Semarang kita definisikan juga 
relasi a lebih kecil atau sama dengan b jika ax b atau a-b (simbol, ax b). 
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Contoh 1: 
Jika ax b dan c sebarang bilangan real, maka tunjukkan bahwa a-c« b--c. 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa, a-c« b--c. 
—  (b4o)-(axc)»-0 
— b-az0 
&—  acb (terbukti). 
Contoh 2: 
Jika ac b dan c»0, maka tunjukkan bahwa ac« ba 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa, axb—b-a»z0 dan karena c»0, maka 
(b-ac»-0— bc-—-ac»0 
Jadi, ac« bc (terbukti). 


LATIHAN 1.2 
1. Untuk setiap pasang bilangan real a dan b, tunjukkan bahwa pasti berlaku 
salah satu dari a-b,a»b, atauaxc b. 


2. Buktikan pernyataan di bawah ini: 

Jika ax 0,bx0 maka ab»0 

Jika ax0,b»0 maka abc 0 

Jika ax b,bxc maka axc 

Jika axcb,cxd maka a-c-b-d 
Jika ac b maka —-bx-—a 


0 Ocu 


Jika a»0 maka Sg 
a 
g. Jika ax0 maka 2.0 


h. Jika a»0,b»0 maka 220 


IL. Jika Ocaxb,0xcecd maka acc bd 

j-. Jika a»1 maka a' »a 

k. Jika Ocac1 maka a? ca 

Jika a»0,b»0 dan a? « b? maka tunjukkan bahwa ax b 
Tunjukkan bahwa untuk setiap a bilangan real berlaku a?20 


Jika ax b dan c sebarang bilangan real, maka tunjukkan a-c« b-c. 
Jika a»b dan c»0, maka tunjukkan bahwa ac» ba 


an Ona 


2. Ketaksamaan 
2.1. Aplikasi Sifat/Aksioma Urutan 
Pada bagian ini, akan kita bahas tetang penggunaan sifat urutan bilangan yang 
sudah dibahas pada bagian sebelumnya dalam penyelesaian masalah 
ketaksamaan. 
Contoh 1: 
(OSK 2008) Diketahui bahwa a, b, c, dan d adalah bilangan-bilangan asli yang 


memenuhi 2 dan cxa. Jika b#1 dan cz d, maka 


— IS — Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


2 Nu 


A. a b-a 
c d-c 
B. b-a a 
da-c Cc 
Cc a bd! 
c d(b-1) 
D. b(d-1) 
d(b-—1) c 
FE. a-b a 
ctwd Cc 
Pembahasan: 
Karena " maka 2 
d a Cc 
b-a d-c . a b-a 
—— 5 ——, S€Ehingga — « 
a c d-c 


Jadi, Jawaban (A). 


Contoh 2: 
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(AHSME, 1951) Diketahui x,y » 0, x» y,& z# 0. Ketaksamaan yang selalu tidak 


benar adalah ... 
A. X4z25y4z 


B. 
C. Xe25yz 
D 


El x22 5 yz? 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa ketaksamaan yang tidak selalu benar adalah C. 


Jika z negatif, maka xz« yz. 


LATIHAN 2.1 


1. (OSK Ver 1/2006) Jika a, b bilangan asli dan az b, maka pernyataan berikut 


yang salah adalah 


a. Setiap bilangan negatif c memenuhi -s 


ac — bc jika dan hanya jika c—0 


Setiap bilangan negatif c memenuhi ac« bc 


b 
2 
d. Jika ac-bd, maka cxd 
e a10 cb 

( 

ysXx 

Xcy 

Xsyc0 

Xc0,yc0 

Xc0,y50 


D AO cu 


Oo (co 


AHSME, 1966) Jika x—y »x dan x4#y« y, maka 


3. (AHSME, 1968) Jika x bilangan real sehingga Li «2 dan » —3, maka 
Xx Xx 
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—1 1 
Aa eka 
3 2 
b. et iis 
2 
1 
Co KS 
2 
1 1 
d. x»— atau -—«xc0 
2 3 
1 


1 
e, X»— atau xx —— 
2 3 


4. (AHSME, 1970) Jika r » 0, maka untuk semua p dan g sehingga pg-z0 dan 
pr 5 gr, maka 


a. -—p2-—g 
b. -p»g 
Cc j5 

p 
d. 11 


e. Tidak ada yang benar 
5, (AHSME, 1974) Pernyataan berikut yang benar adalah 


a. Jika xx 0, maka x 5x 
b. Jika x? »0, maka x»0 
Cc. Jika x2 » Xx, maka x»0 
d. Jika x2 » Xx, maka x «0 
e. Jika xc1, maka xx 
6. Misalkan a, b bilangan real sehingga Ox ax bs 1. Buktikan bahwa 
pa 3 ai 
1-ab 


7. Jika a2b,x2 y, maka tunjukkan ax- by2 ay 4 bx 


2 2 
8. Jika x,y»0, maka tunjukkan Pe nady 


2.2. Sifat Kuadrat Bilangan Real Tidak Pernah Negatif 
Dalam bagian ini, kita akan terapkan konsep yang sederhana tentang 


ketaksamaan untuk menyelesaikan soal-soal olimpiade yakni: 
x? 20 untuk semua xe R (1) 


kesamaan ini berlaku jika dan hanya jika x -— 0. 


Lebih umum bahwa Yt, x2 50 sanaannaaan (2) 
Kesamaan ini berlaku jika dan hanya jika x, — 0 untuk semua i dalam (2) 


Contoh 1: 
Buktikan bahwa x? 1y? 2 2Xy. 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa untuk setiap x, y bilangan real berlaku: 


(x-yf 20 
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KA y? —2xy20 
X4 ye 2 2xy terbukti. 


Contoh 2: 


Tunjukkan bahwa art 2 untuk setiap bilangan real a-0, dan akan merupakan 


kesamaan jika dan hanya jika a - 1. 
Pembahasan: 
Untuk setiap bilangan real a berlaku 


a? —2a4w1-(a-—1) »0 sehingga a? «12 2a. Karena a»0 maka ae s3 
a 


Selanjutnya, ari 2g? 22110 o(a—1P -05 a-1. (Terbukti) 


Contoh 3: 


Jika a bilangan real, buktikan bahwa da-a” «3. 
Pembahasan: 


Andaikan benar bahwa 4a—a? «3. 
4a-at «3 
at -4a4320 
(ah — 2a? -th (ea? — 4a4 2) 0 


(2 Af t2la-—1? 20 
Karena untuk setiap a bilangan real, berlaku (2 Ah 20 dan (a-1)? 20, Maka 


(2 Af t2(a-1) »0 adalah suatu yang benar atau eguivalen dengan 
Y4a-a" «3 adalah benar. (terbukti) 


Contoh 4: 

Misalkan a, b, c, d bilangan real. Buktikan bahwa 
minla 62, b-c0, c-0?, aa), 
Pembahasan: 

Misalkan semua bilangan lebih dari L. Maka 


a—b?xb-c? x0-d2yd-a? 2 aa, sehingga kita peroleh bentuk 


2 2 2 2 
2) aj Gn ola 0. 
2 2 2 2 


Bentuk ketaksamaan (“) sesuatu yang mustahil/kontradiksi. Jadi benar bahwa 
minla 62, bs c-0?, d-22)x 1, 
4 
Contoh 5: 
Misalkan a, b, dan c bilangan real positif dan a- b-c-1. Tunjukkan bahwa 
gi 
a b c 
Pembahasan: 
Dari a-b--c—1 maka kita peroleh bentuk 
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bc A1 
1-—4-——— 
aa Aa 
ae. i 
1-—4-——— 
bb b 
ab A1 
1-—4#——— 
CC .€ 


Jumlahkan ketiga persamaan, maka kita peroleh 


Berdasarkan contoh 2, maka 


1 dh 31212109 
a b c 


H- 


1 1 1 a b a Cc c b 

—4—4—534| —4— J4 —4— 1x 

a b c b a c Aa b c 
b 

- 

a 


AD, yA CoC Ds» Oleh karena itu, 
b c Aa b c 


4 


Jadi, terbukti bahwa "414! 59, 
a b c 


Contoh 6: 
Bilangan real x dan y sedemikian sehingga x - : — - dan y - . — 3. Nilai dari xy 


adalah ... 
Pembahasan: 
Kalikan kedua persamaan pada soal, maka kita peroleh: 


4 
Dae SD 0 (xy)—4xy #45 (xy — 27)? 


Jadi, jelas bahwa xy - 2. 


LATIHAN 2.2 


1. 


2. 


3. 


7. 


(SMT, Algebra/2009) Tentukan kemungkinan nilai minimum dari 2x? 4 2xy - 
4y 4 5y? — x untuk bilangan real x dan y. 

(SMT, Algebra/2006) Tentukan nilai minimum dari 2x? 4 2y? 4 5z? — 2xy — 
4yz — 4x — 2z #15 untuk bilangan real x, y, z. 

(Alberta High School MC, 2007) Nilai terkecil dari k bilangan real sedemikian 
sehingga (x2 #-y2 4 z2)? s klx" 4-y" #z") dimana x, y, z bilangan real. 
(SMT, Algebra/2006) Kepala sekolah Skiner berfikir tentang dua bilangan 
bulat m dan n dan Seorang guru bernama Chalmers diminta mencari m dan n 
tersebut akan tetapi dia tidak akan dapat menentukan bilangan tersebut jika 
kepala sekolah hanya memberikan informasi tunggal tersebut. Kemudian 
Chalmers bertanya kepada Kepala Sekolah: nilai dari mn # 13m # 13n — m? — 
n?, Dari nilai pernyataan yang diajukan oleh Chalmers, maka dia akan 
menentukan nilai m dan n yang difikirkan Kepala Sekolah. Tentukan nilai dari 
pernyataan aljabar yang diajukan Chalmers kepada Kepala Sekolah? 

Untuk setiap bilangan real tidak negatif a dan b tunjukkan bahwa berlaku 


Jab 4D, 


Untuk 4 bilangan real positif a, b, c, d, buktikan berlaku 
AtBHOtO , Yabod. 


Jumlah dari n bilangan real adalah nol dan perkalian dari pasangan duan 
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bilangan-bilangan tersebut juga nol. Buktikan bahwa jumlah dari pangkat tiga 
dari bilangan-bilangan tersebut juga nol. 
8. Misalkan x, y, z bilangan real positif kurang dari 4. Buktikan bahwa diantara 
bilangan Mpu La. — 4  — Le — 4 — 1 ada sedikitnya satu bilangan yang 
X 4-y y 4-z z 4-x 


lebih besar atau sama dengan 1. 
9. Jika a? 4b? —1 dan c? wd? -1, tunjukkan bahwa ac-bax1 


10. Jika diketahui a2 -b2 4c2 —1, buktikan bahwa 3 an ac besi 


11. Jika a, b, c, d bilangan positif, maka tunjukkan bahwa 
Vla- cb d) » Jab cd 


12. Jika a dan b bilangan real positif, tunjukkan bahwa 


ab s1 ab 
s2 5) 
13. Tentukan solusi bilangan real dari persamaan 

Jx4)y 42-24 Ju4Alv — xx y4ztutv 


14. Tentukan solusi real dari persamaan (x y)? — (x41/y 1) 


15. Buktikan bahwa jika x, y, z bilangan real sehingga Pai ty In 0, maka 
2xyz—(xty42z) 


Sy Az 


perbandingan sama dengan 2/3 jika dan hanya jika 


Xty4tz-—0 


Ketaksamaan yang berkaitan dengan rataan kuadratik, rataan aritmatika, rataan 
geometri, dan rataan harmonik. 

Konsep tentang rataan kuadratik, aritmatika, geometri, dan harmonik ini sering 
digunakan dalam menyelesaikan soal-soal problem solving pada event olimpiade 
khususnya topik ketaksamaan. Untuk lebih jelasnya perhatikan penjelasan 


oa 
berikut: Untuk bilangan real positif a dan b, maka bentuk berikut 2 3 5 
3 Jab, dan 
2 1 
— H- —— 
a b 
aritmatika (AM), rataan geometri (GM), dan rataan harmonik (HM). Secara umum, 
konsep tentang rataan ini, perhatikan teorema berikut: 


i berturut-turut disebut oleh rataan kuadrat (OM), rataan 


Teorema 1 
Misalkan a4,ab,...., ay bilangan real positif. Maka GM - AM - GM » HM, yakni 


2 2 2 
af tap t.. tah 1 Aftapt.. tan n 
TG — 2 5 2 Yaao...a, 2 INN TENNNNN TEli 
— 4 — Le — 
A4 A9 apn 
Kesamaan ini berlaku jika dan hanya jika 4 -a5 -...-a, 
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Contoh 1: 
Buktikan bahwa untuk setiap bilangan real positif a, b, c, maka 


roso tetatjas 
a b c 
Pembahasan: 


Dengan menggunkan ketaksamaan AM-HM, maka kita peroleh 


atbtc, 3 Masbro Tata Jo. (Terbuka) 
3 a b c 


“AI IA 

a b c 
Contoh 2: 
(SMT, Algebra/2007) Tentukan nilai minimum dari xy -- Knp ep at untuk 

Xxy X y 
X.y50 
Pembahasan: 
Dengan menggunkan AM-GM, maka kita peroleh 
1 


- 
sap 2. 


1 1 1 
XY EXA YA —4—4—26 
xy Xx Yy 
11 


Jadi, nilai minimal xy - x - it onta adalah 6 dan tercapai saat x-y-1. 
xy Xx y 


XY # X4 YA L 4 
Xy 


6 xy Xx y 


Contoh 3: 
Misalkan a dan b bilangan real sehingga a» b» 0. Tentukan kemungkinan nilai 


terkecil dari a-- L 
bla—b) 


Pembahasan: 
Dengan menggunakan ketaksamaan AM-GM, kita peroleh 


1 1 
bla—b) bla—b) 


- (a-b)wb-4 


23 3 b)b ea 3. Kesamaan ini 


a—b) 


berlaku jika a-b-b- , yakni a-2 & b-1. 


bla—b) 
adalah 3. 


Jadi, nilai minimum yang mungkin untuk a-- 1 
bla-—b) 
Contoh 4: 
. 9x2 sin? x44 
Xsinx 


untuk Ox x« z adalah ... 


(OSP 2009) Nilai minimum dari f(x) 


Pembahasan: 
2 
fog — 9x 2 X44 
Xx sin x 
Untuk Ox xx z maka sinx » 0, Dengan menggunakan AM-GM, kita peroleh 


. 9x? sin? x44 


Fx) 
xsinx 


-9xsinx- 2 -2 xsinx — 212 
Xx sinx 


i Xsinx 
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Tanda kesamaan terjadi jika 9x sin x — 2 atau xsinx— 3. 
X 


. 9x2 sin? x44 
Xx sinx 


Jadi, Nilai minimum f(x) adalah 12. 


Contoh 5: 
(OSN 2008) Buktikan bahwa untuk x dan y bilangan real positif, berlaku 
1 1 2 


(tx (9 Xt yt2 
Pembahasan: 
Dengan menggunakan ketaksamaan AM-GM kita peroleh: 
KETS DX sama) 
Tanda kesamaan terjadi jika x-—1 
f-xf —142/x 4x5 2x41) maka 
1 1 


tx : 2x41) 


4 


Dengan cara yang sama kita peroleh, Ti SP 2 —————aaatan (3). 
tp 2(y-1) 
1 1 1 | 1 1 | 
Dari (2) dan (3), maka kita peroleh 4 2 4 s4) 
1 /xf t-f 21XA41 yA1 


Dengan menggunakan AM-HM, kita peroleh 
1 1 4 4 

4 5 — Pj. 

X41 YAN X414yA1 x4y-#2 


Dari (4) dan (5), maka 
1 1 


2 
(tx 3 xtyt2 


Contoh 6: 
Buktikan bahwa a, b, c, d - 0 berlaku 


Lee 2 Yahtactad#hcthdtcd 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa 
Pata MA sa atb#-c4-d 14-HbH4-c-#d 


go aa 


5 Ni CNN 
3/3 
— -(atb tc 4d)? 


5 Yab #ac#ad #bc4#bd-#cd 


(terbukti) 
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LATIHAN 2.3 

1. Jika x,y,z bilangan-bilangan real positip yang memenuhi x -y #z — 6, 
maka tentukan nilai terbesar dari 
AL KY z 
b- xyz? 

2. a. Jika x,y,z bilangan-bilangan real positip yang memenuhi 

x? #xy #y? 560, maka tentukan nilai terbesar dari 5x y 
b. Jika x,y bilangan-bilangan real positip yang memenuhi xy — 6, maka 
tentukan nilai terkecil dari '”21x #14 y. 

3. Volume prisma persegi panjang adalah 27 satuan volume, maka tentukan 
luas permukaan terkecil dari prisma tersebut 

4. Jika akar-akar persamaan x? — ax? # bx —48 — Oadalah p,g,r , maka 
tentukan nilai terkecil dari 5 4 ” 4 - 

5. Buktikan untuk a,b 51 berlaku a4#b- — 2 -. 

6. (OSK, 2012/Tipe 3) Diketahui a? # b? — 5 dan c? 4 d2? — 5. Tentukan nilai 
maksimum dari ac 4 bd. 

7. (OSP 2011) Misalkan x, y, dan z adalah bilangan real positif dengan sifat 
xyz -1. Nilai terkecil dari (x-2y)(yw2z)(xz--1) tercapai saat x-4- y 4 z 
bernilai .... 

8. (OSP 2003) Buktikan bahwa 999! 5002”? 

9. (OSN 2003) Untuk sebarang bilangan real a, b, c Buktikan ketaksamaan 
ba? 15h? 45c? » 4abw4ac-4bc dan tentukan kapan kesamaan berlaku. 

10. (SMT, General Test/2011) Tentukan nilai maksimum dari Pata ce 5 

a sb4c” 4d 
untuk bilangan real a, b, c, dan d yang tidak nol. 

11. (SMT, Team Test/2010) Untuk x,y,z20, sehingga xyz —1, tentukan nilai 
minimum untuk x$ 14y? 4-9z. 

12. Untuk ab,c,deR", tunjukkan bahwa (a-b-4c- ade teda Tan. 

a C 

13. Untuk a,b,c,de R”, tunjukkan bahwa Ta2aL, 24. 

E a 

14. Misal a, b, c bilangan real positif dengan a-b-c-—1, buktikan bahwa 

E JG je jae. 
a b C 
15. (OSN Guru 2013) Diberikan f(x) — x? 4 4. Misalkan x dan y adalah bilangan- 


bilangan real positif yang memenuhi fo) #fy —x) 5 f(y 4x). Nilai 
minimum dari x #-y — ::: 


Ketaksamaan Cauchy-Schwarz 

Salah satu dari ketaksamaan yang terkenal selain yang sudah kita bahas pada 2.3 
adalah ketaksamaan Cuchy-Schwarz. Ketaksamaan ini sangat membantu ketika 
membuktikan soal-soal yang berkaitan dengan ketaksamaan. 
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Teorema 2 (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz) 
Jika @, ab,..., a, dan by, bo, ..., bh sebarang bilangan real, maka berlaku 


(arby aobo H... Hanbn YP « la? An ea tan? lo? kebo aa tb). 
Tanda kesamaan terjadi jika dan hanya jika ay : ab :...: ap — by 1 bo :... : bp atau 


2, — 22 SS bn — k, untuk suatu konstanta k. 
A4 A9 an 
Contoh 1: 


Jika a, b, dan c bilangan real sehingga a? -b? wc? -1, maka berapakah nilai 
maksimum untuk ab-bc- ac? 
Pembahasan: 
Dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz, pilih tripel (a,b,a)& (b,c,c) 
maka kita dapat 
(ab be- ac)? « (2 he eta 2e c?) 
x) 


2 —-. 


—li-c2 ta 


— A-x)(1- 


—1-x2 41. 


dimana (Ix—a” —c 


Tanda kesamaan terjadi ketika a- b-c-—- NA : 


Jadi, nilai maksimum ab-bc-ac-1. 


LATIHAN 2.4 
1. Jika ab,c»0, maka tunjukkan bahwa abdawbte)x a?bab3cxcda 


2. Jika a, b, x, y sebarang bilangan real dengan a? wb? —1 dan x24y? -1, 
buktikan bahwa ax-bys1. 

3. Jika Xy,Xo,... Xn Sebarang bilangan positif, maka tunjukkan bahwa 
(0 X0 4... txnP 2m 3 PN AN ta 230 

4. Jika x,y, dan z bilangan positif sehingga x2 1y? 2 27, buktikan bahwa 


yA 281. 


5. Untuk bilangan real positif a, b, dan c, buktikan bahwa 


roro tetat jan 
a c 


b 


6. Misalkan x dan y bilangan real sehingga ay? nya x? —1. Buktikan 
bahwa x? alay 1. 


3. Nilai Mutlak 
3.1. Definisi 
Untuk sebarang bilangan real a, kita definisikan nilai mutlak dari a, yang 
disimbolkan dengan Jal : 


a, a20 
Aa - —A axc0 
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Secara geometri, sebarang bilangan real a dinotasikan oleh titik pada garis 
bilangan, dan nilai mutlak a adalah jarak titik yang menyatakan a dari titik origin 
pada garis bilangan (the number axis). 


— La ag MH 


a Oo b Number Axis 


Secara umum, ekspresi la- b menotasikan jarak antara titik-titik pada garis 
bilangan yang menyatakan bilangan a dan b. 


3.2. Sifat-Sifat Nilai Mutlak 
Berikut ini sifat-sifat tentang nilai mutlak: 
a. la--a 
b. -laxasla 
c. la-|b jika dan hanya jika a-b atau a--b 
d 


an- Ew untuk sebarang bilangan bulat positif n 
e. lab -|a Io 
jala jika b-0 

bi Ib 


9g. latbsla-lp 


Contoh 1: 
(OSP 2003) Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan |x 42) --(8x| -14. 
Pembahasan: 
2, X2 —2 2 
Perhatikan bahwa |x 4 2| - Kei dan (3x - 2 KU 
— (X4 2), xx —2 —3x, xx0 


o Untuk xx —2, maka persamaan menjadi -x-2—-3x—-14 sehingga x- 4 
(memenuhi) 

o Untuk —2&xxc0, maka persamaan menjadi xt2—3x —14 sehingga x — —6 
(tidak memenuhi) 

o Untuk x20, maka persamaan menjadi x-24-3x-—14 sehingga x—-3 
(memenuhi) 

Jadi, Himpunan penyelesaian dari persamaan ini adalah (—4, 3!. 


Contoh 2: 
Apakah ada bilangan real x sedemikian hingga pd adalah bilangan positif? 
Pembahasan: 
Jelas bahwa x #0. 
o Untuk x20, hd — Esai 28 -0. 
X X 
oUntuk x «0, kpd bera PM -2x 
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Jadi, tidak ada bilangan real x sedemikian hingga 


Contoh 3: 


adalah bilangan positif. 


kala 
Xx 


a-—b o b-a 
Me 


Tentukan kondisi agar kesamaan ini berlaku: 


Pembahasan: 


a—-b 


Perhatikan bahwa: a-z0 dan s0. 


- — jadi 
a 


— a 


a-—-b b 


Karena Pena aa en 
a a 


Jadi, kondisi a dan b agar persamaan pada soal berlaku adalah 2, 1. 


LATIHAN 3.2 

1. (OSP, 2013/ OSP 2006/AHSME 1988) Jika Ix| -x -y -10 dan x 4 Iy| —y — 
12, maka nilai dari x - y adalah .... 

2. Untuk 1x xx 3, sederhanakan pernyataan berikut: 

(x—3| PI 


() X—-3 (1-x) 
(ii) x-Al-I8-—x 
(iii) (x-2|-- 2x 


bel 
3. Sederhanakan bentuk —— 


4. (AHSME, 1990) Tentukan banyaknya solusi real yang memenuhi persamaan 
x-2Ix-3| 1. 

5. (OSK, 2005) Tentukan semua solusi persamaan |x-1-|x—4| - 2. 

6. Jika a, b, c bilangan real tidak nol, tentukan semua nilai yang mungkin untuk 


ekspresi St 
la Io le 
7. (AHSME, 1977) Untuk a, b, c bilangan real tak nol, tentukan semua 
ey.» AA b Cc abc 
kemungkinan nilai dari — - — - —- : 
al lb lel jabd 
8. a, b, c bilangan real yang memenuhi (3a-6)? - Tb-10 tlc43-0. 


Tentukan nilai dari a'? - bc 
9. Diketahui m-|x42-|x-11-2x—4|. Tentukan nilai maksimum dari m. 


2x1 5-—3x 


10. Diketahui bahwa —125 laa Tentukan nilai maksimum dan 


minimal dari (x-1-—|x 4 3l. 
11. Tentukan nilai minimum dari (x41/-|x-2|-|x-3? 
| os Nr-2x 
12. Jika xx 0, tentukan nilai dari ———. 


13. Diketahui a, b, c bilangan bulat. Jika la-— selo -a"? —1, tentukan nilai dari 


le-a--la-b-Ib-cl 
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14. Diketahui a- 2009, Tentukan nilai dari 
pad —3a? -2a41 Za 3a? -3a- 2009. 


3.3. Persamaan Nilai Mutlak 
Untuk menyelesaikan persamaan linear yang melibatkan nilai mutlak, kita harus 
mengubah tanda nilai mutlak dalam persamaan. 


Dalam kasus yang paling sederhana, IP(x) - Ax), dimana P(x), A(x) dua 
ekspresi dengan @(x) 20, dengan sifat-sifat nilai mutlak, kita dapat mengubah 
tanda nilai mutlak dengan menggunakan bentuk eguaivalennya: 

PX) - Alx) atau P(x) --Ax) atau PZ(x) -@?(x) 


Contoh 1: 
Selesaikan persamaan (x—1|-3. 


Pembahasan: 

Alternatif 1, 

Berdasarkan pengertian nilai mutlak didapat: 
Jika x21, maka x-1-3, sehingga x-4 (memenuhi persamaan) 
Jika xc1, maka 1-x—3, sehingga x—-2 (memenuhi persamaan). 

Jadi, nilai x yang memenuhi: x ——2 atau x—4. 

Alternatif 2, 

Karena Ix-A bernilai tak negatif maka selesaiannya dapat dilakukan dengan 

mengkuadratkan kedua ruas. 

(x-1)? -9 

5x”-2x-8-0 

DX——2, X5—4 

Jadi, nilai x yang memenuhi: x—-—2 atau x—4. 


Contoh 2: 
Selesaikan persamaan |x—|8x «1| -4. 


Pembahasan: 
Berdasarkan definisi, maka kita peroleh: 
x-|8x411-4 atau x-8x41--4. 


Dari x-—|8x 41|-4, kita punya 
0sx-—4-8x4115-x44-3x41 atau x—4-3x41. 
Jadi, x — : atau x — 2 , ini kontradiksi dengan x - 4 sehingga dua solusi 


tersebut tidak ada yang memenuhi. 
Dari x- (8x 4-11 -—4, kita punya 


Os x44-— 8x41 5-—x-4-3x41 atau x44-—3x41. 
Jadi, x — 2 atau X3 . Dua solusi tersebut memenuhi persamaan pada 
soal karena nilai x tersebut terletak pada selang (xv 420 » x2—4). 


Jadi, selesaian dari persamaan tersebut pada soal adalah x, - 2 TA 
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Contoh 3: 
Jika | (4m- 5) -b — 6 adalah persamaan dalam m, dan persamaan tersebut 


memiliki 3 solusi berbeda, tentukan nilai bilangan rasional b. 


Pembahasan: 

Dari persamaan yang diketahui kita memiliki (i) (4m--5|-b-6 atau (ii) 
4m-45|-b--6. 

Jika (i) memiliki tepat satu solusi, maka b--6 —-0 (b - -6) yang mengakibatkan 
(ii) menjadi (4m--5| --12 (tidak memiliki solusi untuk m), jadi b - —6.. 


Jika (i) memiliki tepat dua solusi dan (ii) memiliki tepat satu solusi, jadi b-—6-—0 
(b -6). Jika b- 6, maka (i) menjadi (4m--5|-12 
4m45—12 atau 4m45-—-—12, 
m— Ka atau m-— ma dan dari (ii) m— 23 
4 4 4 


Jadi, nilai b — 6. 


Contoh 4: 

Jika (x--1 4(y42)? -0 dan ax-3ay -1, tentukan nilai dari a. 

Pembahasan: 

Karena |xt1l20 dan (y-2)? »0 untuk semua nilai x dan y, jadi 

X4150 & y#-2-—0 yaitu, x——1, y-—2. Substitusikan nilai tadi ke persamaan 


ax—3ay —1, maka kita peroleh a-— £ 


LATIHAN 3.3 

1. Selesaikan persamaan (5x-4(-2x-3. 

2. Selesaikan persamaan Ii-2-1 -3, 

3. Jika (x-2/#x-2-—0, maka range untuk x adalah .... 

4. Selesaikan persamaan (x—1/-2/x/-3|x41l-|x 4-2) -—x. 

5, (CHINA, 2000) a adalah bilangan bulat yang memenuhi persamaan 


2a47|-|2a-1|-8. Tentukan banyaknya solusi untuk a. 

6. (OSP, 2006) Diberikan fungsi f(x) - |x-2|-al-3. Jika grafik f memotong 
sumbu-x tepat di tiga titik, maka nilai a sama dengan .... 

7. Berapa banyak pasangan bilangan bulat (x, y) yang memenuhi persamaan 
hal lx —yl 1? 

8. Jika |x#1l-|x—3|-a adalah persamaan dalam x dan persamaan ini memiliki 
tak hingga banyak solusi, tentukan nilai a. 


9. (AHSME, 1984) Banyanya solusi berbeda dari persamaan (x—|2x «1|-3 
adalah ... 

10. (CHNMOL, 1987) Diketahui persamaan |x| - ax 1 memiliki tepat satu solusi 
negatif dan tidak memiliki solusi positif, maka tentukan range untuk a. 
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11. (CHNMOL, 1986) Jika persamaan |x-2|-1  - a memiliki tepat tiga solusi 


bulat untuk x, maka tentukan nilai a. 
x-yi-xty-—2 


12. Selesaikan sistem persamaan | 
xx 5x42 


13. Selesaikan sistem persamaan Leni -. 
W-ly-2 


14. Selesaikan sistem persamaan: x43y #/3x—y| -19 & 2x4 y—6. 


3.4. Ketaksamaan Nilai Mutlak 
Teknik yang paling penting untuk menyelesaikan ketaksamaan nilai mutlak adalah 
sama saja dengan menyelesaikan persamaan nilai mutlak yaitu cukup mengubah 
tanda nilai mutlak, sedemikian hingga ketaksamaan tersebut menjadi 
ketaksamaan normal untuk diselesaikan. 


Metode Dasar untuk Mengubah Tanda Nilai Mutlak 
() las b ekuivalen dengan —bx as b. 
Jika bx0, maka —bs as b tidak mempunyai solusi untuk a. 
(ii) Jaz |bl ekuivalen dengan a? » b?. 
(ii) la- b ekuivalen dengan ax —b atau a2b. 
(iv) Untuk mensederhanakan ketaksamaan yang diketahui dan mengubah tanda 
nilai mutlak, harus menggunakan metode substitusi variabel seperti y - |x|. 
(V) Jika dua atau lebih pasang tanda mutlak ada pada "layer" yang sama dari 
ketaksamaan yang diketahui, metode umum untuk mengubah tanda nilai 
mutlak adalah mempartisi range dari variabel kedalam beberapa interval. 
Untuk ini, kita cukup memisalkan pembuat nol masing ekspresi, dan 
mengambil akar-akar ini menjadi titik-titik partisinya. Sebagai 
contoh: 
Ix-2)1x—4 3, 
maka garis bilangan dipartisi menjadi 3 interval yaitu: (—0, 2), (2, 4), & (4, 0), 
dimana 2 dan 4 diperoleh dengan cara menjadi pembuat nol berturut-turut 
untuk x—2 dan x—4. 


Contoh 1: 
Selesaikan ketaksamaan dari Ls 2x45) «4. 


Pembahasan: 
ks 2x45 4 5 —40x0-6x1504 


50xx?-6x49 dan x2-—6x41c0 
Dari 0 xx? —6x49—(x-3)? »0—»xz23, dan 


Dari x2 —6x4110—3-2/2 cx 31212. 
Jadi, himpunan selesaiannya adalah 3-22 cxx3 Para (3 


Contoh 2: 
41 


Tentukan himpunan selesaian dari ketaksamaan aa 2 
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Pembahasan: 

Jelas bahwa x #1 dan |x-1|- 0, sehingga kita peroleh: 
YA Sx 
X-A 


S (x41) £ (x-—1)2 
Sx 412x415 x”2x41 S4xS0 DxXO. 
Jadi, himpunan selesaiannya adalah (x « 0!. 


Contoh 3: 


Tentukan himpunan selesaian dari ketaksamaan 2 


-X22 
Pembahasan: 
Karena 2 -x 525 x? —Xxc—2 atau x? —X52. 


2 xc2 3x?” —x42-0. Ketaksamaan ini tidak memiliki solusi real 


(mengapa?) 
Dari x? —x52 5x? —X—2505(xX-2) (X41 50 S xe lataux» 2. 
Jadi, himpunan selesaiannya adalah (—0, —1) U (2, 00). 


Dari x 


2 


Contoh 4: 
Selesaikan ketaksamaan dari x2 —2x-5|x—1147x0. 
Pembahasan: 
X2 —2x—5|x 147 5 (x? —2x41)—5|x—1 46 — (x—1)? —5|x—1-4-6, 
Misal y —-(x—1|, ketaksamaan yang diketahui menjadi: 


Ya —5y4-6x0 
Y-2)(y-3)s0 
P1 2 YO (”) 
Susbtitusikan y -|x—1| ke (“), kita peroleh bentuk: 
2sjx-1s3. 
Dari 2s|x-1l, maka x-1x-2 atau x-—12 2, jadi solusinya adalah 
Xs-lataux23 ..... (Cr) 


Dari Ix-1 S3, maka —3£ x-—14X3, jadi solusinya adalah —2« xx 4......("4x) 
Dari (““) dan (““X) kita iriskan, maka solusi dari ketaksamaan pada soal adalah 
—2SXS— atau 3SXS4 
LATIHAN 3.4 
1. Selesaikan ketaksamaan berikut: 
“) »? txt. 
(di) 8-2x| s IX 4 
An KA 
(ii) 2. 


KA 


(iv) |xw3|-2x43. 
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(v) 4x82 2? —4x—4 
(vi) Pa Pera 
Xx 


(vii) Jxwl-lx-—2) 3x. 


(viii) 2 lk 
Pia 
Ia Lg 
5 
3 Ixl-6 


(Xx) A2 4 (x z0) 


3x —8x-3 
Xt2x43 
Tentukan himpunan selesaian dari 2|x|-|x—2| - 0. 


2. Selesaikan ketaksamaan dari 2 0. 


Selesaikan ketaksamaan dari 2x -—1l4-|x 1» 2. 
(CHNMOL/1995) Diketahui bahwa a, b memenuhi ketaksamaan 
Ia —(a- bj « la-la- b|, tunjukkan bahwa ax 0, b»0 

6.  (AHSME/1964) Jika x bilangan real dan |x— 4|-- 


Ica 
7.  (CHINA/2005) Diketahui bahwa a, b bilangan rasional yang memenuhi 
ketaksamaan Jja-- (a— bj) » law Ja— bj, tunjukkan bahwa a «0, bc O. 


x-3|xa, tunjukkan bahwa 


2 10 
8. (CHINA/2004) Selesaikan ketaksamaan ey #4109 »1. 
ey 4 2y|- 5| 


4. Polinomial/Suku Banyak 
Definisi Polinomial 
Misalkan » menyatakan sistem bilangan real atau sistem bilangan rasional dan n 
merupakan bilangan bulat non-negatif. 
Bentuk fx) sanx" tan 4x T4..baxtap 
dengan ap, 4, .... ar, cp dan a, #0 disebut polinomial atas p berderajat n. Kemudian 


dua buah polinomial berderajat tidak nol dikatakan identik atau sama jika derajatnya 
sama dan koefisien dengan x berpangkat sama juga sama. Jadi, dua polinomial f(x) 


dan g(x) dengan f(x) -a,x” ap 4x 


#..tax-#ap dan 
9x) — bmx" tbm4x TT 4... #byx4# bp dikatakan identik (#(x) — g(x)) untuk setiap x 


jika n-m dan ap — bm an 41 5 bm Abi, & ap — bo: 


Nilai suatu Polinomial 
Contoh 1: 


Hitunglah #(5) jika f(x) -2x8 44x? —3x42. 
Pembahasan: 
fx) 52x8 14x? 3x42 F5) 52.53 44.52 —3.542—337 


Contoh 2: 
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Jika pc) merupakan sukubanyak derajat tiga dengan p(1) — 1,p(2) — 2,p(3) — 3, 
p(4) — 5. Tentukan p(6). 
Pembahasan: 
Misalkan gx) — p(x) —x. 
Perhatikan bahwa g(x) adalah sukubanyak yang berderajat 3 dan 
91) —-92) -93) -0. 
Sehingga g(x) — c(x —1)(x — 2)(x — 3), untuk suatu konstanta c. 


94) 5—c(4—1)4-—2)4—3) — 6c. 
dan 94) —p(4) —4—1. 
Sehingga, c — 1/6. 


Akhirnya: 
Ne aa ee OM ea 


16. 
6 


Pembagian Polinomial 
Teorema 1 (Algoritma Pembagian) 
Misalkan f(x) dan g(x) suatu polinomial di p»(x) dan g(x) bukan polinomial nol. Maka 
terdapat polinomial g(x) dan r(x) di p(x) yang tunggal dan memenuhi 

Hx) gx) gx) trtx) 
dengan r(x) merupakan polinomial nol atau polinomial bukan nol yang berderajat 
kurang dari derajat g(x). 


Dari teorema di atas, glx) merupakan hasil bagi dan r(x) adalah sisa pembagian. Jika 
r(x) polinomial nol, maka dikatakan f(x) habis dibagi oleh g(x). 


Dalam menentukan hasil bagi dan sisa pembagian, ada dua cara yang akan dibahas di 
buku ini, yakni (i) Pembagian panjang (ii) Pembagian sintetik/Horner. Untuk lebih 
jelasnya, perhatikan contoh berikut: 


Contoh 3: 

Jika f(x) -3x”45x-—7 dibagi oleh 9x) —-x-2, tentukan hasil bagi dan sisa 
pembagiannya dengan menggunakan pembagian panjang. 

Pembahasan: 


Ik —1 
z2 3x? #5z—7 
O 23 Hb 
——T 
— —2 
—5 

Jadi, Hasil bagi: g(x) -3x—1 dan sisa pembagiannya: r(x) — —. 
Contoh 4: 
Gunakan pembagian horner untuk menentukan hasil bagi dan sisa pembagian 
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polinomial 2x1 8x3 —x2 415x416 jika dibagi oleh x--1. 
Pembahasan: 
Dengan menggunkan pembagian horner, maka kita peroleh: 


Jadi, hasil baginya dx) -2x8 -5x? 44x-41 dan sisa pembagiannya r(x) —5. 


Teorema 2 (Teorema Sisa) 
Jika polinomial f(x) dibagi oleh (x—a) maka sisanya adalah f(a). 


Teorema 3 (Teorema Faktor) 
Polinomial f(x) habis dibagi oleh (x-a) jika dan hanya jika a merupakan akar dari f(x) 


atau dengan kata lain f(x) memepunyai faktor (x—a) jika dan hanya jika f(a)-0. 


Teorema 4 
Untuk suatu polinomial dengan koefisien bilangan bulat, 


p 


La an -a X4 ap jika polinomial ini mempunyai faktor 2?) 


Ax) —anx sap iX 
dimana FPB(p,g) -1, maka p faktor dari a, dan g faktor dari a,. 
Teorema Vieta 
v Jika polinomial ax? -bx#c mempunyai akar-akar X1 & Xo maka: 
an tea 
Na 
Pola 
ln 
Y Jika polinomial ax? -bx2 «cx#d mempunyai akar-akar X5 X9, & X3 maka: 


X4 Ht Xo 4 X3 — 2 
1 2 3 a 

Cc 
X41X9 £ X1X3 £ Xo X3 ae 


d 
X4X9X3 5 - 


“Secara umum, Jika X4, Xo, .... Xn adalah akar-akar polinomial 


Fo —anx" tap yr 


#..tayX tap maka: 
An-t 


an 


X44X9 £ X3 Ht Xp 5-1) 


2 An-2 


X4X0 # X1X3 tt Xp AXP 5-1) 
an 
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n A9 
X41X9 X3 XS (-1) FN 
n 


“Beberapa rumus berkaitan dengan teorema vieta: 


X4? Pe Op —(x4 tx —2X4 X9 
xi xp (ag x0)P —3xyxo (xi 4 X0) 
MP pro xg? 5x1 H X0 tx — Aly # XX 4 X0x5) 


x # 15 4- x - Ga 4- X) 4- X3 » 2 IX X9 4- X1X3 t X)X3 Yan # X) # X3 Ja 3x7 X9 X3 


Contoh 5: 

Tentukan sisa jika (x #3)? 4 (x #2)? 4# (5x4 9)” dibagi oleh (x # 2). 
Pembahasan: 

Misalkan f2) 5 («4 3) 4- (K4 2)? 4 (Sx 4 PT, 

Sisa jika f(x) dibagi oleh (x # 2) adalah f(—2) — 0. 


Contoh 6: 

Misalkan f(x) —x# tx? 4x? #x #1. Tentukan sisa jika f(x5) dibagi oleh f(x). 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa f(x) («x —1) —x” —1 dan 

JCO) 5x2 hxB Lx LX H5 KO 1) - AP —1)4#- XP —1)4# X5 —1) 4-5. 


Jelas bahwa, suku yang ada dalam kurung pada f(x?) habis dibagi x? — 1 dan f(x). 
Jadi, sisanya adalah 5. 


Contoh 7: 
Jika polinomial f(x) mempunyai sisa berturut-turut 3 dan 5 jika dibagi oleh x—1 dan 
X—2. Tentukan sisa pembagian jika f(x) dibagi oleh (x—1) (x—2). 
Pembahasan: 
Dari Teorema Sisa, 

fx) -(x—)gx)-3—f1)—-3 dan 

Fx) 5(x-2) go(x) 45 —f(2) —5 
Misal f(x) —-(x-1)(x-2) gg(x)#- (axb) dimana sisanya adalah r(x) -ax-b, 
Perhatikan bahwa f(1) -— a-b—3 (") dan f(2)-2a-b-—5 (“"). Eliminasi (“) dan (“") 
maka kita peroleh a-2 & b-—1 
Jadi, sisa pembagian f(x) dibagi oleh (x—1) (x—2) adalah 2x--1. 


Contoh 8: 

Faktorkan f(x) — Xx 7x2 —x16 

Pembahasan: 

Berdasarkan toerema 4, jika f(x) -0 mempunyai akar rasional, maka persamaan 
tersebut harus mempunyai akar-akar bulat dan salah satunya adalah dalam himpunan 
S- 1, t2,t3, 6). Karena f(1) - #—1) -0, berdasarkan teorema faktor, maka f 
mempunyai faktor (x—1) & (x 1). Untuk mengecek bilangan yang lain di S, kita 
gunakan pembagian horner, 
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Sehingga hasil bagi gy(x) dari f(x) jika dibagi oleh (x—2) adalah x? «3x2 -x—-3, 
sisanya 0, jadi (x— 2) adalah faktor ketiga dari f(x). Kemudian, kita mengecek faktor 
(x-43) 

Dengan menggunakan pembagian horner, 


Sehingga, hasil bagi go(x) dari x? 43x2 -x-3 jika dibagi (x#3) adalah x? —1, 
sisanya 0. Jadi, (x#3) faktor keempat. 
Jadi, f(x) —(x41)(x-1)(x-2) (x43). 


Contoh 9: 

Jika X4, Xo, & xg akar-akar persamaan dari x? -12x2 —10x416 -0, maka tentukan 
a. Xt XotXg 

b. X4X0 4 X1X9 H X9 XG 

c, KP 4 X0” 4 Xg” 

Pembahasan: 

Dari persamaan yang diketahui maka kita peroleh a-—1, b- 12, c-—10,& d—16 


b 
a. X4 Ht X9 4 X9 5———12 
a 
Cc 
b. X1X0o 4 X4X3 & Xo X3 HN 


C. x? Pn Pn On — (og #Xo Ht Xg Tr — AX4X0 t#X1X3 #Xox3) 
—-114-20—134. 


Contoh 10: 

(OSP 2012) Jika p, g, dan r akar-akar dari x? —x? #-x —2— 0, maka p? #g' tr? —- 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 


ptg#tr—1 
pgt-pr#-gr—1 
pgr — 2 


#94 —p' 4GP 4 4 3p29g 4 3p 1 4 3pg? 4 3pr? 4 3g”r # 3gr? 4 6pgr 
(tg —p 4 AT 4 3(pg tor tan) — 3par 

2 —p3 49474300) —3G2) 

p' 4g Ar 54. 
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Contoh 11: 
(AIME 1983) Tentukan hasil kali perkalian akar-akar real persamaan x? 4 18x # 30 — 
2Nx2 4 18x 4 45. 
Pembahasan: 
Misalkan y —- Vx2 # 18x #45. saanarananaan (7) 
Perhatikan bahwa jika x bilangan real, maka y harus bilangan non-negatif (y - 0). 
Persamaan pada soal eguivalen dengan 
y2—15 —2y 

W-2GY4#3)-0 
Sehingga kita peroleh y — 5 atau y — —3. Jelas bahwa y - -3 (TM) 
Sehingga nilai y adalah 5 dan substitusikan y — 5 ke ("), kita peroleh bentuk: 
x2418x #20—0 


Jadi, hasil kali akar-akar dari persamaan yang diberikan adalah 20. 


LATIHAN 4 
1. (USAMO 1984) Perkalian dua dari empat akar-akar persamaan x' — 18x? #kx? - 
200x — 1984 — 0 adalah -32. Tentukan nilai k. 


2. (OSK 2010) Polinom P(x) - 0x12 mempunyai tiga pembuat nol yaitu a, 
b, dan c. Nilai dari a? wb? 4c? adalah ... 

3. (OSK 2010) Jika a dan b bilangan bulat sehingga 20104 212009 merupakan 
solusi persamaan kuadrat x? -axtb-—0, maka nilai a-b adalah .... 

4. (OSK 2010) Jika —5x 2000 merupakan sisa pembagian suku banyak P(x) oleh 
(2 4x2), maka sisa pembagian P(x) oleh (x-2) adalah .... 

5. (OSK 2008) Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat dan K2 5x1 
merupakan faktor dari ag s3 #1, maka b-.. 

6. (OSK 2003) Misalkan f(x) —x? wax? tbx? 40x? wdxwc dan bahwa 

F1) — f(2) — f(3) — f(4) — f(5). Berapakah nilai a? 

7. (OSP 2011) Jika kedua akar persamaan x? —2013x4k—0 adalah bilangan 
prima, maka nilai k yang mungkin adalah .. 

8.  (OSP 2010/AMRL 1984) Diberikan salinan P(x) — xea ebP txd 
dengan a, b, c, dan d konstanta. Jika P(1) -10, P(2) —- 20, & P(3) — 30. maka nilai 
P12)4-P(-8) 

10 
9. (OSP 2010) Persamaan kuadrat x? — pXx—2p-—0 mempunyai dua akar real 


a & P. Jika a? tp —16, maka hasil tambah semua nilai p yang memenuhi 
adalah .... 

10. (OSP 2009) Misalkan a, b, c adalah akar-akar polinom x? -8x? 44x-2. Jika 
Ax) 5x8 4 px? 4gxer adalah polinom dengan akar-akar aw b-—c, btc-—a 
c-a-— bmaka f(1)- 

11. (OSP 2008) Misalkan a, b, c, dan d bilangan rasional. Jika diketahui persamaan 
xi sar 4bx2 40x d—0 mempunyai 4 akar real, dua di antaranya adalah v2 


dan -”/2008 . Nilai dari a- b-c--d adalah ... 
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(OSP 2008) Suatu polinom f(x) memenuhi persamaan ika 3 Pai He 2x3 -4 
untuk setiap x bilangan real. Derajat (pangkat tertinggi x) dari f(x) adalah ... 
(OSP 2006) Jika (x-1)2 membagi ax «bx? 41, maka ab-... 


(OSP 2005/Bagian Dua) Jika «, 8, & y adalah akar-akar persamaan x? -x-1-0, 


tentukan Ion 


fa IP Iey 
(ARML/1983) Jika a, 3a, Sa, b, b#3, dan b-4-5 adalah semua akar-akar persamaan 
polinom berderajat empat dimana 0 « ax b, hitunglah semua kemungkinan nilai 
dari a? 
(ARML/1985) Misalkan P(x) -0 persamaan polinom berderajat lima dengan 
koefisien bulat dengan sedikitnya satu akar bulat. Jika P(2)-13 dan P(10)-—5, 


Hitunglah nilai x sehingga memenuhi P(x) - 0. 
(NYSML/1988) Akar-akar dari 4 Px? 40x -—19-—0 adalah masing-masing satu 


lebihnya dari akar-akar persamaan x3 — Ax? xBx—C 0. Jika A, B, C, P, dan 0 
kosntanta, Hitunglah nilai A- B-C. 

(ARML/1988) Akar-akar dari x4 -—Kx? 4 Kx? #Lx# M-—0 adalah a, b, c, dan d. 
Jika K, L, dan M bilangan real, hitung nilai minimum dari aah 102 4d. 

(AMC 12A/2002) Berapakah jumlah semua akar-akar dari 
(2x3)(x—4)4-(2x43)(x—6)-0? 

(AMC 12A/2003) Grafik polinom P(x) -x? wax? wbx? 40x? 4 dx e mempunyai 
5 titik potong berbeda dengan sumbu X, satu diantaranya (0,0). Dari konstanta a, 
b, c, d, atau e, manakah yang tidak mungkin sama dengan nol? 

(AMC 12B/2003) Bagian grafik dari f(x) —ax? wbx? cx#d ditunjukkan di 
bawah ini. Berapakah nilai b? 


fa) 


(AMC 12A/2005) Misalkan P(x) - (x-1)(x-2)(x—3). Berapa banyak polinom O(x) 
yang ada sehingga PIA(x))- P(x).R(x) dimana R(x) polinom berderajat 3. 
(AHSME/1966) Jika tiga akar-akar dari x tax? tbxtc—0 adalah 1,2, dan 3, 
maka nilai dari a-c adalah ... 

(AHSME/1969) Sisa pembagian R diperoleh dengan membagi x100 dengan 

x? 8x42. Jika derajat R(x) kurang dari 2, Maka R(x) dapat ditulis sebagai ... 
(AHSME/1970) Jika dua faktor dari 2x8 —- hxwk adalah (X2) dan (x-1), maka 
nilai dari |(2h— 3k| adalah ... 

(AHSME/1974) Berapakah sisa pembagian jika £1 151 dibagi oleh x-1? 
(AHSME/1975) Jika p, g, dan r adalah tiga akar berbeda dari KASN EKP 0, 


maka p3 tg tr3 sama dengan ... 
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28. (AHSME/1976) Suatu polinom P(x) mempunyai sisa 3 ketika dibagi oleh (x-1) dan 
bersisa 5 ketika dibagi (x-3). Sisa pembagian ketika P(x) dibagi oleh (x-1)(x-3) 
adalah ... 

29. (AHSME/1977) Misalkan g(x) — KONTRAK LK Berapakah sisa 
pembagian ketika polinom glx'2) dibagi oleh polinom g(x)? 

30. (AHSME/1980) Derajat dari (2 “af (3 AP sebagai polinom dalam x sama 
dengan ... 

31. (AHSME/1980) Untuk suatu bilangan real r, polinom 8x3 —4x? —42x 45 habis 
dibagi oleh (x- un Tentukan nilai dari lr L Dimana Ld menyatakan bilangan bulat 
yang kurang dari atau sama dengan x. 

32. (AHSME/1980) Polinom x?” 414 (x41)2” tidak habis dibagi oleh x? 4x41 jika n 
sama dengan ... 

33. (AHSME/1985) Jika polinom xD dibagi oleh polinom x? —2, sisa 
pembagiannya adalah ... 

34. (AHSME/1985) Misalkan f(x) — ax' bx? wcx—5, dimana a, b, dan c konstanta. 
Jika f(-7), maka #(7)-... 

35. (NYIML, Fall/1977) Persamaan 5x2 4mx41-0 mempunyai tiga akar, dimana 
dua diantaranya sama. Tentukan nilai m. 

36. (NYIML, Spring/1980) Polinom f(x), dengan koefisien bilangan real dan berderajat 
3. Jika f(4) —f(—)——4, dan f(0) —1, berapa banyak solusi yang ada untuk 
persamaan f(x)-0? 

37. (NYIML, Spring/1980) P(x) dan O(x) adalah polinom-polinom dengan koefisien 
bilangan bulat positif sehingga (@A(x))? — (P(x))? “2x2 41. Tentukan polinom 
9x). 

38. (NYIML, Fall/1981) Derajat polinom f6x) lebih dari 3, dan #(x2 )- (r01))2 untuk 
semua bilangan real x. Tentukan koefisien x? dalam polinom f(x). 

5. Fungsi 


5.1. Operasi Biner 


- 38 -— 


Definisi 
Suatu operasi biner pada suatu himpunan bilangan adalah suatu cara mengambil 
dua dari kumpulan bilangan-bilangan dan menghasilkan bilangan yang ketiga. 


Pada umumnya, operasi biner dalam kompetisi-kompetisi matematika akan 
dinyatakan dengan menggunakan simbol-simbol yang tidak biasanya, seperti 
e, o, atau wW. Hasil dari operasi setelah diterapkan pada bilangan a dan b 
biasanya di tulis sebagai E(a,b) atau aeb. 


Contoh 1: 

(AHSME, 1993) Didefinisikan operasi "co" dengan xooy — 4x — 3y #xy untuk 
semua bilangan real x dan y. Berapa banyak bilangan real y yang memenuhi 
12 — 300y? 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 

12 —30y—43—3.y4#3.y— 12 
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Jadi, persamaan pada soal benar untuk sebarang bilangan real y. 


Contoh 2: 
(AHSME, 1996) Fungsi E(n) didefinisikan untuk masing-masing bilangan bulat 
positif n sebagai penjumlahan digit genap dari n. Sebagai contoh, E(5681) — 6 - 
8 — 14. Berapakah nilai dari E(1) # E(2) #---- 4 E(100)? 
Pembahasan: 
Dari pada menentukan E(n) secara satu per satu, maka perhatikan bahwa 
bilangan: 

00, 01, 02, ..., 99 
memuat bilangan yang sama dengan digit O, 1, 2, ..., 9. Ada total 2.100—200 digit 
, sehingga ada 200/10-20 untuk tiap-tiap digitnya. 
Jadi, E(0) #E(1) #--- #E(99) — 20(0#- 24-4-46- 8) — 400 


Karena E(0)-E(100)-0, maka E(1) #E(2) #--4#- E(100) — 400. 


LATIHAN 5.1 

1. (OSK, 2002) Jika untuk setiap x, y bilangan real berlaku x$y — xy —x #y, 
maka (x #y) $ (x—y) sama dengan .... 

A. x2—y242x1 CC. x2—-y242y E. x2 —y? 
B. x2—y2—2x D.  x?—y2. —2y 

2.  (OSP, 2002) Didefinisikan a- b - a#b # ab, untuk semua bilangan real a 
dan b. Jika S — fa bilangan real, ar (—a) 5 aj, tuliskan S sebagai sebuah 
selang(interval). 

3. (OSK, 2006) Didefinisikan a « b — a#b #1 untuk semua bilangan bulat a 
dan b. Jika pmemenuhi a xp — a, untuk setiap bilangan bulat a, maka p 
sama dengan ... 

4. (AMC, 2002/10A) Untuk bilangan real tidak nol a, b, dan c, didefinisikan 
(a,b,c) — -4 : 4 2 Berapakah nilai dari (2,12, 9)? 

5. (AMC, 2002/10B) Untuk bilangan real tidak nol a, b, dan c, didefinisikan 


no abc 
st “a4b4c 


Berapakah nilai dari (2, 4, 6)? 

6.  (AMC, 2003/10A) Didefinisikan x « y — (x — y| untuk semua bilangan real x 
dan y. Manakah pernyataan berikut yang tidak benar? 

xxy — yxx untuk semua x dan y 

2(x xy) — (2x) « (2y) untuk semua x dan y 

xx0—x untuk semua x 

xxx 50 untuk semua x 

xty250 jikax #y 


MOP 


7. (AMC, 2003/10B) Misalkan @(x) menyatakan jumlah dari digit-digit dari 
bilangan bulat positif x. Sebagai contoh, @(8) — 8 dan @(123) —1-#-2- 
3 — 6. Berapa banyak bilangan x dua digit sehingga @(@(x)) — 3? 

8.  (AMC, 2004/10A) Untuk sebarang tiga bilangan real a, b, dan c dengan 
b # c, Operasi 4 didefinisikan Ala, b,c) — 15 


Berapakah nilai A (A(1, 2, 3), A(2,3,1),A(3,1,2))? 
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9. (AMC, 2005/10A) Untuk tiap pasangan bilangan real a # b, didefinisikan 
operasi “ sebagai 


a 
Berapakah nilai dari (1 « 2) « 3? 
10. (AMC, 2005/10B) Untuk bilangan real a dan b, didefinisikan aAb — Va? # b?. 
Berapakah nilai dari (5A12)A( (—-12)A(—5))? 
11. (AMC, 2006/10A) Didefinisikan xvy — x? — y. Berapakah hv(hvh)? 
12. (AMC, 2006/10B) Untuk bilangan real x dan y, didefinisikan 
xPy 5 (X4y)X —y) 
Berapakah nilai dari 39(4p5)? 
13. (AMC, 2007/10A) Didefinisikan | a@b ab —b' 
| i a#tb —a#b— ab? 
Berapakah nilai dari 29 
14. (AMC, 2007/10B) Didefinisikan operasi N sebagai berikut: 
arb — (a4-b)b. 
Berapakah nilai dari (375) — (513)? 


Definisi, Domain/Range Fungsi, & Notasi Fungsi 

Definisi 

Sebuah fungsi f adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap obyek x dalam 
satu himpunan, yang disebut domain (daerah asal), dengan sebuah nilai 
tunggal f(x) dari himpunan kedua. Himpunan nilai dari himpunan ke dua ini 


disebut range/daerah hasil. 


Domain dan Range Fungsi 
Pada suatu fungsi f:A — B, A disebut domain, B disebut kodomain, dan 


himpunan B yang mempunyai pasangan di A disebut range. Simbol dari domain, 
kodomain, dan range dari fungsi f berturut-turut adalah Dy, Cy, & Ry. 


Sebagai contoh: 


Dari gambar di atas, maka kita peroleh: 
Domain f adalah Dy - A- "1, 2, 3,4! 
Kodomain f adalah C, - B- 5, 6, 7, 8, 9! 
Range f adalah Az - (5, 7,8! cB. 


Notasi Fungsi 
Untuk menulis notasi suatu fungsi dipakai suatu huruf tunggal seperti f (atau g 


atau F). Tanda fungsi f(x) boleh dinotasikan f : xdan dibaca "f dari x”atau "Ff 
pada xXx". Misalkan f(x) — 3 dapat dinyatakan sebagai f : x — x 4 yang 
artinya "f adalah fungsi yang memetakan x ke Pa 


Menentukan nilai statu fungsi, Misalkan f(x) — x8 —4, maka: 
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Beberapa jenis fungsi yang akan dibahas dalam buku ini adalah: Fungsi konstan, 
Fungsi identitas, Fungsi genap/Ganjil, Fungsi modulus, Fungsi linear, Fungsi 
Kuadrat, dan Fungsi bilangan bulat terbesar (Floor)/Fungsi Bilangan bulat terkecil 
(Ceiling). 


Fungsi Konstan 
Fungsi konstan adalah suatu fungsi f yang dinyatkan dengan rumus f(x) -—a, 


dengan a suatu konstanta. 


Fungsi Identitas 
Fungsi identitas adalah suatu fungsi I yang dinyatakan dengan rumus 
N(x) — x. 


Fungsi Genap & Ganjil 
Jika f(-x) — f(x), maka grafik simetri terhadap sumbu y. Fungsi yang 


demikian disebut fungsi genap. Sebagai contoh: f(x) — x? -2, 


x? 


fx) 53x8 —2x1 111x2 —5, dan f(x) — n 
14x 


Jika f(-x) —-f(x), maka grafik simetri terhadap titik asal/origin. Fungsi yang 
demikian disebut fungsi ganjil. Sebagai contoh: g(x) — x? —2x. 


Perhatikan fungsi, h(x) — TA Fungsi ini tidak genap maupun ganjil 


(mengapa?). 


Fungsi Modulus 
Fungsi modulus adalah suatu fungsi M yang memuat bentuk nilai mutlak 
5 
dan dinyatakan dengan rumus M(x) - |x| - Stadi 
—X, X0 
(sudah di bahas pada bagian: 3 bab ini) 
Fungsi Linear 
Fungsi linear adalah suatu fungsi f yang dinyatakan dengan rumus 
f(x) —ax-b, dimana a dan b suatu konstanta dengan a- 0 


Fungsi Kuadrat 
Fungsi kuadrat adalah suatu fungsi f yang berbentuk 


fx) —y — ax? -bx4c,az0. 
Nilai x yang menyebabkan y maksimum/minimum xp - 2, 
a 
Nilai y maksimum/minimuMm yYmin/max - axo 4 blxp )4 Cc atau 
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b? -4ac 
Aa | 


Ymin/max - | 
a»0, y minimal 
ax0, y maksimai 


Fungsi Bilangan Bulat Terbesar (Floor) 


Fungsi floor disebut juga fungsi pembulatan ke bawah, yakni dengan 
mengambil bagian bulatnya. Untuk sebarang bilangan real x, nilai fungsi 
floor dari x ditulis dengan | x |. 


Definisi: Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nila fungsi floor x kita 
tulis dengan rd merupakan bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau 


sama dengan x. 
Sebagai contoh: 


|814|-3,1-25/--3 2 I-1,|4I-4. 
(untuk uraian lebih lanjut akan di bahas pada bab “Teori Bilangan”) 


Fungsi Bilangan Bulat Terkecil (Ceiling) 


Fungsi ceiling disebut juga fungsi pembulatan ke atas. Untuk sebarang 
bilangan real x, nilai fungsi ceiling dari x kita tulis dengan | x |. 


Definisi: Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nila fungsi ceiling x kita 
tulis dengan rd merupakan bilangan bulat terkecil yang lebih dari atau 


sama dengan x. 
Sebagai contoh: 
aaja baso Lo. 


(untuk uraian lebih lanjut akan di bahas pada bab “Teori Bilangan”) 


5.4. Sifat-Sifat Fungsi 
v Fungsi Onto (Surjektif) 
Misalkan f fungsi dengan domain Ds c A dan range AR, c B atau dapat kita 


tulis sebagai (f : A— B). Kita sebut f surjektif atau f pemetaan onto B, jika 
dan hanya jika Ry — B. 


Berdasarkan definisi di atas, fungsi f(x) —- x2 merupakan fungsi surjektif dari 


R onto (XeN:x2 01 tetapi tidak surjektif jika f : R— R. 

v Fungsi Satu-Satu (Injektif) 
Misalkan f suatu fungsi dengan domain D, di A dan range Ry, di B. Kita 
sebut f injektif/satu-satu jika dan hanya jika fla) — b dan fas)- b berakibat 
a-af. Atau dengan kata lain, f injektif jika dan hanya jika ketika a, af 
element di D, dan az a”, maka fla)- fas). 


Berdasarkan definisi di atas, Misal F fungsi dengan F: R — R, dimana 
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F9 5 x?. Jelas bahwa F bukan merupakan fungsi satu-satu, karena ada 
pasangan F(2)-F(-2)-4, tetapi 2-2 —2. Jika fungsi Fx) — x2, didefinisikan 
dengan domain: A4 :(xXe R: x2 01 — R, jelas bahwa Ff satu-satu. 


“Fungsi Korespondensi Satu-satu (Bijektif) 
Suatu fungsi f, dimana f: Ab B disebut bijektif jika dan hanya jika fungsi f 


surjektif dan injektif. 


5.5. Persamaan Fungsional 
Persamaan fungsional adalah persamaan untuk fungsi yang belum diketahui 
(unknown functions) sebagai ganti bilangan-bilangan yang belum diketahui. 
Dalam bagian ini, kita akan mencoba mengeksplorasi bagaimana kita dapat 
menenukan “the unknown function” ketika kondisi-kondisi tertentu sudah 


diketahui. 

Functional eguations in one variable 
Contoh 1: 

Jika #(x47) — x245x42, tentukan Hx). 
Pembahasan: 


Misal t#- x-7, maka x-t—7. Substitusi bentuk tersebut ke kondisi yang 
diketahui, kita peroleh: 
ft) —(t-—7)2 45(t-7)-2-12-9t416. Jadi, fx) — x? —9x416. 


Contoh 2: 
(AHSME 1998) Misalkan f(x) adalah fungsi yang memenuhi: (i) untuk setiap 
bilangan real x dan y maka f(x-y)-x-4f(y) dan (ii) F(0)— 2. Nilai dari #(1998) 
adalah .... 
Pembahasan: 
Jika y — 0, maka kita peroleh: 
AxX 5x40) S fx)—x42 
Jadi, #(1998) — 2000. 


Contoh 3: 
Jika f(ln xx? -X41, dimana x- 0, tentukan f(x). 
Pembahasan: 
Misal #—-Inx, maka x— e!. Substitusi bentuk tersebut ke kondisi yang diketahui, 
kita peroleh: 
tp bet Peta. 
Jadi, Ax) —e2 we 41. 


Contoh 4: 
Jika f(x) adalah fungsi yang tidak terdefinisi untuk x - 0 dengan 


H(xX)-2 (5) —3x. Tentukan f(x). 
Xx 


Pembahasan: 
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#2421) an Maan (WD. Jika pad maka 
' x 
(1) -2f(y) — 2 , sehingga (H) #2f(xX)— 2. S2 (5) 44x) — 2 (2) 
y y X x Xx x 
Kurangkan persamaan (2) dengan (1) kita peroleh: 
3f(x) — 2 3x 
x 

2 

Jadi, fx) - X 
Xx 


Persamaan Fungsional dengan lebih dari satu variabel 
Contoh 5: 


Jika f:@A-—@ memenuhi: (i) #1)-2 dan (ii) Untuk semua x, yc@, 
Fxy) 5 fx) Hy) -Hx4y)--1, tentukan f(x). 
Pembahasan: 
Misalkan y —1, maka 

xXx AN) A1 

—2f(x)-f(x41)-4-1 

HKX#1) -f(x)-1. 
Jadi, gunakan kondisi (i) dan induksi matematika, untuk setiap x bilangan bulat, 
kita memiliki: f(x) —- x-1. 


Untuk sebarang bilangan rasional, misalkan x — M dimana m, n bilangan bulat 
n 
dan n tidak sama dengan nol. Susbtitusikan x — ag y-n ke kondisi (ii), maka 
f(m) - (Ejaan Ba nj 
n n 


Karena #(x41) -#(x)41 untuk vx c @, Kita peroleh: (2 n -- (2 n. 
n n 


Substitusikan bentuk ini ke persamaan pada soal, kita peroleh 


m41- (2 (141) (2) —-n-41. Jadi, (2 —'M 1 Sehingga kita peroleh 
n n no 
fungsi, #(x)- x41, Vxe @. 
Contoh 6: 
Jika (x-y) Mx 4y) -—(x4y) fx—y) —-4xy (x2 —y?) untuk semua x, y, tentukan 
f(x). 
Pembahasan: 


The given condition is eguivalent to 


MR) MN ay fa yP ey 


Xty X-y 
MEI) eny IOI (x—y)P untuk semua x, y. 
X4y X-y 


Jadi, LAGI Bg adalah konstan. Misal 0 Ha x? -k, maka Ax) — 2 Akx 
X X 
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LATIHAN 5.5 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


(OSK, SMP/2013) Jika f adalah fungsi linier, f(1) — 2000, dan f(x #1) - 
12 — f(x), maka nilai f(100) — --- 

(OSK, Tipe 3/2011) Misalkan f suatu fungsi yang memenuhi f(xy) — 9 
untuk semua bilangan real positif x dan y. Jika f(100) - 3 maka f(10) adalah 


(OSK 2009) Diberikan fungsi f : R2 — R2 sedemikian sehingga 


x Hx)4f(1-x)52x—x4 untuk semua xe R. Nilai dari #(2009) adalah ... 
(OSK 2009) Diketahui A adalah himpunan semua bilangan asli yang habis 
dibagi 3, tidak habis dibagi 5, dan tidak lebih dari 100. Banyaknya fungsi f 
dari himpunan semua bilangan real yang tidak nol ke dalam A yang 
memenuhi (3) — f(x—y) adalah ... 

y 
14f(x) 
1-fx) 
setiap xeZ.Jika f(2)—-2, maka nilai fungsi f(2009) adalah ... 


(OSK 2008) Jika #(x) - maka untuk x2 #1, A-x)-... 
X— 


(OSP 2009) Suatu fungsi f :Z — @ mempunyai sifat f(x 4-1) — untuk 


(OSK 2006) Jika #(xy) —-f#(x4-y) dan f(7)-7, maka f(49)-... 
(OSP 2004) Misalkan f sebuah fungsi yang memenuhi f(x) F7) —-flxy) — x4 y 


, untuk setiap bilangan bulat x dan y. Berapakah nilai f(2004)? 
1 


(OSK 2003) Misalkan f suatu fungsi yang memenuhi (3) f(-x)-2x 
X X 


untuk setiap bilangan real x z0. Berapakah nilai f(2)? 


Fx) 


(AMC 12/2001) Misalkan f suatu fungsi yang memenuhi f(xy) - — untuk 
y 


semua bilangan real positif x dan y. Jika f(500) —- 3 maka f(600) adalah 
(AMC 12A/2004) Misal f fungsi yang memenuhi sifat 


MA .... Berapa nilai dari 
f(2n) — n. f(n), untuk sebarangbilanganbulatpositifn. 


fe100 Jp 

(AMC 12B/2007) Suatu fungsi f memiliki sifat #(3x —1) — x2 4x41 untuk 
semua bilangan real x. Berapa f(5)? 

(AHSME 1995) Misal f fungsi linear dengan sifat bahwa f(1) « (2), 3)2 (4), 
dan f(5)—5. Berapa nilai f(0)? 

(AHSME 1998) Misalkan fungsi f(x) memenuhi sifat bahwa untuk sebarang 
dua bilangan real x dan y, f(x4wy)-x4f(y). Jika f(0) — 2, tentukan nilai 
f(1998)? 


(AMC 12/2000) Misal f suatu fungsi sehingga (3) - x2 4x41. Tentukan 


jumlah semua nilai z sehingga f(3z) -— 7. 


(AHSME ke-50) Fungsi f memenuhi persamaan fungsional 
Hx2) 4) — f(x4y)— xy —1 untuk setiap pasangan x dan y bilangan real. Jika 
f(1) —1, banyaknya bilangan bulat n-1 sehingga f(n)-n adalah ... 
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(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1996) Misal suatu fungsi f didefinisikan bahwa 
fxty2)- #09 42101 & fi) 20. Tentukan nilai dari (1996)? 
(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1996) Untuk semua bilangan bulat x, fungsi 


f(x) memenuhi #(x 41) — al untuk setiap xe Z. Jika f(1) -2, maka nilai 
—- HX 


fungsi f(1996) adalah ... 

(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1995) Fungsi f memenuhi 

H2) 4) — f(x4y)— xy —1 untuk setiap bilangan real x,y. Jika f(1) — 1, 
tentukan negatif bilangan bulat n sehingga f(n)- n. 

(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1991) Suatu fungsi f, dinotasikan untuk semua 
pasangan terurut dari bilangan bulat positif, memenuhi sifat-sifat berikut: 
HXxX)—xt2,Fx,y) — Fly,x) dan (xty). fx.y) —y.x,x 4 y). Hitung f(9,7). 
(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1989) Suatu fungsi f didefinisikan untuk 
bilangan bulat non-negatif n dan k oleh f(0,n) - n-1, f(k.0) - f(k —11), dan 
Hk 1, n41) —- f(k, flk-1,n)). Tentukan f(2, 2). 

(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1988) Untuk sebarang bilangan bulat n, f(n) 
n—3, n22000 
Af(n- 5), nx2000 

Tentukan semua bilangan bulat positif n sehingga f(n)-1997. 
(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1988) Fungsi f(x) didefinisikan untuk semua 


didefinisikan oleh f(n) | (1) Tentukan f(1988) (ii) 


bilangan real x. Jika f(a-b) — flab) untuk semua a, b dan (- 1 — 5, 


hitung #(1988). 

(Seleksi Awal IMO Hongkong, 1988) Jika #(x) f(y)-f(xy) — x4# y untuk 
semua bilangan real x dan y, tentukan f(x). 

(OSK, 2012/Tipe 1) Tentukan nilai b sehingga untuk semua x paling tidak 
salah satu dari f(x) —- x? #2012x #b atau g(x) — x' — 2012x #b positif 
(OSK, 2012/Tipe 2) Diketahui f adalah fungsi kuadrat dengan f(1) — 8 dan 
f (8) — 1. Nilai dari FO) -—- FD #f2) -FDtfO-FDA4AFO) f7) H 
f(8) — f(9) adalah ... 


Fungsi Komposisi 

Dua fungsi f dan g dapat dikomposisikan dengan suatu "aturan tertentu” yang 
disebut dengan "komposisi suatu fungsi". Fungsi komposisi g dilanjutkan dengan 
f dapat dinotasikan sebagai (f - 9)(x) -f (g(x)). 


Contoh 1: 

Jika f dan g dinyatakan dengan rumus f(x) — x? dan 9gX) —-x-#1. Tentukan 
rumus untuk foglx) & gsf(x). 

Pembahasan: 

(9) — Hg) lx #1) (x 41)? 5x2 42x41 dan 


(921)00 -9t10)) 9x2 )- x2 41. 


Sifat-Sifat Komposisi Fungsi 


v 
v 


Tidak bersifat komutatif — : (f9)(x) # (9g F)(x) 
Bersifat asosiatif : Folgohlx)- (fo g)o hlx) 
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v Terdapat unsur Identitas : (f 11x) - (Io f)x) f(x) 


Syarat Komposisi Dua Fungsi 
Jika terdapat fungsi f dan g maka terdapat fungsi komposisi gs f dengan sayarat 


Rr Dg #9. 


Contoh 2: 

Diketahui fungsi #(x) - x2 45 dan gx) —v“3x-#4, Berapa nilai dari (Fs 915)? 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 9(5)- 3.514 —V19, dan 1(/19)-24 

Jadi, (Fe 915) -f(at5))-fV19)- 24. 


Contoh 3: 

Tentukan f(x) jika g(x) -2x-41 dan (gof)x) -6x47. 
Pembahasan: 

Alternatif 1 

Jika g fungsi linear dan hasil komposisinya linear maka f juga linear. Misal 
Hx) —axtb 

(gx) -6x 47 

@F(x))- 6x47 

glax-b)-6x47 

2ax4#-2b4-1-6x-47 

Dari persamaan terakhir, maka kita peroleh bahwa a-3 & b-—3 
Jadi, f(x) -3x--3 

Alternatif 2 

(gs?) -6x-47 

@F(0))- 6x47 

2(xX)41—-6x47 

Jadi, F(x)—-3x-3 


Contoh 4: 

Diketahui (9 f1) -2x?2 w5x—5 dan f(x) - x—1. Maka g(x)—... 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa (9 f(x) -2x? 45x-5 


(x—1? #4X1-—2415x—5 
gx -1)-2x-1 49x-7 
gx —1)- 2x1) 49x 17197 — 2x —1)? -9(x—1)-2 
Maka gx) — 2x? 4-9x42 


Alternatif 2 
Misal y- x—1 maka x-y-1 
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9g) -2y--1? 4#5(y41)-5 — Dy? 4-9y4-2 
Jadi, g(x) — 2x2 419x142 


5.7. Fungsi Invers 
Diagram pemetaan fungsi invers 


A B 


fl 
Definisi 


Sebuah fungsi f: A— B disebut mempunyai fungsi invers f1:B5A jika dan 
hanya jika fungsi f merupakan fungsi bijektif/Korespondensi satu-satu. 


Teorema Fungsi Invers 
“oo sa 


1 ar o-aw 


Contoh 1: 
Tentukan invers dari fungsi y - g(x) -2x--1. 
Pembahasan: 
Y 52x-41 
sa AN 
2 


Jadi, fungsi inversnya adalah g“'(x) — aa 
Contoh 2: 
. 2X41 


Tentukan invers dari fungsi g(x) - | 
X4t3 


Pembahasan: 
— 2X41 


”X43 
YX —2x —1—3y 
Xy —2)--—8y--1 
- —3yY 41 
y-—2 
Jadi, fungsi inversnya adalah g'(x) 


.—3X41 
x52 


Contoh 3: 

Diketahui f(x) -2x41 dan g(x) -3x-—4, Tentukan (fe 9) (4). 
Pembahasan: 

Alternatif 1 

(Fo g)(x) - flg(x))- 3x—4)- 2A3x—4)4-1-6x-7. 
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Sehingga, y -6x-7 — al 
Jadi, (fog) -£ 2 
Alternatif 2 
f0) 2x41 309 - 
MO 3x4 5g 0) AS 
(Fo) 00 la spa bo 
Ta 
. “)- » .X47 
9 2») 3 6 
Jadi, (f9) (9) - su 


LATIHAN 5.6 & 5.7 

1. (OSK, 2013) Jika fungsi f didefinisikan oleh f(x) — —— 1 £ —5 k 
konstanta, memenuhi f(f()) — « untuk setiap bilangan real x, kecuali 
K5 —5 maka nilai k adalah ... 


2. (OSP, 2013) Diberikan fungsi real f dengan f(x) - —, x #: dan 


2x—3 


FE) —« untuk semua x # - Nilai f(2013)adalah ... 


3. (OSK 2007) Misalkan #(x)-2x—1 dan g(x)-Vx. Jika f(g(x))-3, maka 
X as 

4. (AHSME, 1980) Jika fungsi f didefinisikan sebagai f(x) -— Ia Aa 53/26 
suatu konstanta, dan memenuhi persamaan f(f(x))- x untuk semua bilangan 
real x kecuali x-—3/2, maka nilai c sama dengan ... 

5. (AMC 12A/2002) Grafik 
fungsi f ditunjukkan di 
bawah ini. Berapa banyak 
solusi dari persamaan 
#(F(0))-6? 


6. (AMC 12B/2004) Jika f(x) —axwb dan f(x) -bx-a dengan a dan b 
bilangan real, berapa nilai dari a-b? 
7. (AMC 12A/2005) Untuk masing-masing x dalam interval (0, 1, didefinisikan 
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13. 


14. 
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2x, jika OS x S1/2 
Fo) - ' 
2—2x jika1/2cxS1 
untuk bilangan bulat nz 2. Berapa banyak nilai x dalam interval |o, 1| 
#2005 x) 1, 
2 


. Misalkan f2(x) - Hf(x)) dan "1 (x) —1 (f0) 


sedemikian sehingga 


(AMC 12B/2007) Suatu fungsi f memiliki sifat bahwa #(3x —1)- KAK 
untuk semua bilangan real x. Berapa nilai f(5)? 

(NYIML, Spring/1977) Misal f dan g suatu fungsi dimana f(x) -9x-1 dan 
g(x) — x?. Tentukan semua nilai x sehingga f(g(x)) - @/f(x)) 

(NYIML, Fall/1980) Jika P(x 3)- x247x44 dan P(x) -ax? wbx4c, 
tentukan pasangan tripel dari (a, b, c). 


(NYIML, Fall/1984) Untuk semua bilangan real tidak nol, f(x) au dan 
X 
gx) —1—x. Jika h(x) — f(g(x)), tentukan nilai x sehingga h(x) —8. 


(Seleksi Awal IMO Hongkong,1995/AHSME, 1971) Misalkan £(x) — 2 . 
X4 


Didefinisikan bahwa untuk k -1,2,3,..., fky4(X) — fe) dan #s(x) -#s(x), 
tentukan nilai dari f4 V2). 
(Seleksi Awal IMO Hongkong,2007) Untuk 0& x&1 dan bilangan nulat positif 
n, misal f,(x) -|1-2x| dan fn(x) - folfn-4(X)). Berapa banyak solusi yang 
ada dari persamaan f9(x) - x dimana 0x xs1? 
(AHSME, 1996) Fungsi f, dimana f : Z — Z didefinisikan sebagai berikut 
n-3, jikan ganjil 
MAA 2 
' Jikann genap 


. Andaikan k ganjil dan #(f(f(k)))-27. Tentukan 


jumlah digit-digit dari k. 


2 
(AHSME, 1974) Jika g(x) -1-x? dan f(g(x))- an. ,X z0, maka nilai dari 
x 


6. Persamaan & Sistem Persamaan 
Persamaan 
Persamaan Lingkaran 


1. 


- 50 -— 


Definisi: 
Lingkaran adalah tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sam 


sebuah titik tertentu 


Dari definisi di atas, yang dimaksud dengan titik tetap adalah pusat Iingkaran, 
dan jaraknya disebut jari-jari lingkaran. Ruas garis yang panjangnya 2r dan 
melalui titik pusat disebut diameter lingkaran. 
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Ada dua hal penting untuk menemukan persamaan lingkaran (dalam aljabar), 
yakni harus ada pusat dan jari-jari lingkaran. 


Persamaan lingkara 
(x-—h) Hy —kP 52 


Persamaan lingkaran yang 


K2 1y2 53 


Pesanan lin 1 da 
x2 1y2 4Ax4By 4C-0 


e Pusat ya -15) 
2 2 


e Jar-jari - ITA22 2-0 
4 4 


h-k 


Dua rumus yang sering digunakan dalam mencari persamaan lingkaran: 
o Jarak diantara dua titik dan Titik tengah. Konsep ini digunakan jika diketahui 
titik-titik ujung diameter lingkaran. 
Diketahui titik A4, y4) dan B(xo, yo), maka: 


Jarak AB- (og — x9)? #(yi —y2)2 
Titik tengah antara A dan B — Fu 4 X0) Hr ya) 


o Jarak titik ke garis lurus. Konsep ini aa jika diketahui pusat lingkaran 
dan garis singgung lingkaran. 
Diketahui titik Ab4, y4) dan garis gs ax-by-c-0, maka jarak titik A ke 
garis g adalah 


ax -by4c 


Va? xh2 
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Contoh 1: 

Tentukan persamaan lingkaran yang pusatnya O(0,0) dan 
(a). berjari-jari 4  (b) melalui titik P(3, -5) 
Pembahasan: 


a. 


Lingkaran dengan pusat O(0,0) dan berjari-jari 4 mempunyai persamaan 
x 4 y? —16 


b. Pusat lingkaran O(0,0). Karena lingkaran melalui P, maka jari-jari lingkaran 
adalah jarak titik O ke titik P. Jarak OP — 1(3-0)2 4(-5-0)2 - /34. Jadi 
persamaan lingkaran yang diminta adalah 

x? 1 y? — 34. 

Contoh 2: 


Tentukan persamaan lingkaran yang pusatnya P(-3, 5)dan 
(a). berjari-jari 5 (b) melalui titik (2,3)  (c) menyinggung sumbu-y 


Pembahasan: 
a. Persamaan lingkaran dengan pusat P(—3, 5) dan berjari-jari 5 adalah 
(x—(-3) 4(y—5P —52 
S— (x43) #(y-5) 525 
b. Lingkaran dengan pusat P(-3,5) dan melalui titik (2,3) mempunyai jari-jari 
Ve (3)? (8-5)2 -— 29 
Persamaan lingkaran itu: 
(x43) 4(y-5)? -29 
Cc. Lingkaran dengan pusat P(-3,5) dan menyinggung sumbu-y, jari-jarinya adalah 
jarak P(-3,5) dengan sumbu-y, yaitu (-3| - 3. Jadi persamaannya adalah 
(x4#3) 4(y—5)? —9. 
Contoh 3: 
Tentukan koordinat pusat dan panjang jari-jari lingkaran apabila diketahui 
persamaan: 
a x2 ay —2x-—6y —15—0 
b. 2x? ay” —4x43y —0 
Pembahasan: 
a. Dari x2ty2-2x-6y-15-0, maka kita peroleh: A-—2, B--6, C-—15 
AH dan -18-3, Sehingga P/1, 3) 
Jari-jari - v14-9-4-15 —5 
b. Dari 2x2 12y? —4x-43y —0, maka kita bagi kedua ruas dengan 2: 


x? 1y? -2x13-0. Sehingga kita peroleh A- —2, B 5, Cc-0 


Spa -!B--2 Maka P1 -? 
2 2 4 4 


Jari-jari — aa - 
16 


SI 
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Kedudukan Titik terhadap Lingkaran 

Misalkan suatu lingkaran pusat (h,k) dan jari-jari r, yakni (x—h)? #(y-k)? —r? 
dan sebuah titik Aba, y4), Maka titik A akan mempunyai tiga kemungkinan 
kedudukan terhadap lingkaran: 

V Jika (xi —hP 4 (yi —k)? » 72, maka A terletak di luar lingkaran 


Y Jika (xy —h)? 4 (yi — KP? —r?, maka A terletak pada lingkaran 
v Jika (xy —hP 4(yy —K)? «r?, maka A terletak di dalam lingkaran 


Kedudukan Garis terhadap Lingkaran 
Misalkan diketahui suatu garis g: y- mx-#c dan lingkaran 
L:(x—hP 4(y-Kf —r?, Maka untuk menentukan kedudukan garis g terhadap 
lingkaran L ikuti langkah-langkah berikut: 
v  Substitusikan persamaan garis g ke persamaan lingkaran L, sehingga diperoleh 
persamaan kuadrat dalam variabel x, yakni ax? xbxtc—0 
v Tentukan nilai a, b, dan c, kemudian hitunglah nilai diskriminannya 
(D - pe — 4ac| 

v Bandingkan nilai D hasil perhitungan dengan nol. 

» Jika D» 0, maka garis g memotong di dua titik pada lingkaran L 

» Jika D-0, maka garis g memotong di satu titik pada lingkaran 

L/menyinggung 

» Jika Dx 0, maka garis g tidak memotong lingkaran L 
Contoh 4: 
Diketahui garis y - mx dan lingkaran x? 1y? —10x—16. Tentukan nilai m 
sehingga garis tersebut bersinggungan dengan lingkaran. 
Pembahasan: 
Substitusikan persamaan garis ke dalam persamaan lingkaran, kita peroleh bentuk 
persamaan kuadrat dalam x: 

(txm2)x2 —10x116-0. 

Diskriminan, D-100- sah NN IU J- 36-64m? —4(3-4m/3--4m) 
Agar garis bersinggungan dengan lingkaran maka haruslah D - 0, yakni ketika 
m——3/4atau m—3/4 
Contoh 5: 
Tentukan kedudukan titik A(-6, 8) terhadap lingkaran: 
da NG Sy —-100 
b. xx? ay? 4-6x-—8y425—0 
Cc (x41)2 (7-2)? -64 


Pembahasan: 
a. A(-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran x? - y? -100 maka 
diperoleh: 


(-6)2 82 -3664-100. 
Jadi, titik A terletak pada lingkaran. 
b. A(-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran x? 4 y? #6x—-8y425-0 
maka diperoleh: 
(-6)? x82 16(-6)-8.8125-3664-36-64125-25»0. 
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Jadi, titik A terletak di luar lingkaran. 
c. A(-6,8) disubstitusikan ke persamaan lingkaran (x 41)? w(y-2)? -64 maka 
diperoleh: 
(-641)2 4(8-2)? -25436-61-64. 
Jadi, titik A terletak di dalam lingkaran. 


Contoh 6: 
Tentukan kedudukan garis g: y - x41 terhadap lingkaran L:x? wy? -25. 


Pembahasan: 
Substitusikan persamaan garis g ke persamaan lingkaran L, maka kita peroleh: 


x seri 525 
5 2x2 12x-24-0 


5x21x-—12-0 
D-49»0 
Jadi, garis g memotong lingkaran di dua titik. 


Persamaan Garis Singgung Lingkaran 
v Persamaan Garis Singgung melalui titik pada lingkaran 


Jae ai 


garis sInggIng yang melalui titik A adala ah 
MS bla Aa ia 


persamaan dar singgung yang melalui titik A adal 


Kn Ax4 Krn : By, kp 4C 


Jika persamaan lingkaran 
singgung lingkaran L yang beroradien m adatat 


2 


y-k-m(x-—h)trim” 41 


Jika persamaan lingkaran L: x 
lingkaran L yang bergradien m TadaN 


2 


Y—mErim #1 
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“Cari dahulu Pusat(h,k) dan Panu (P, Ke 


bawah ini: 


Y y-k—-mix-h)Ervm? 41 


Contoh 7: 
Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x-nf «(y-Kf? -r? melalui titik 
A4, —3) 
Pembahasan: 
o Check kedudukan titik A terhadap lingkaran L 
42 1(-3)? -25 


Jadi, titik A terletak pada lingkaran 
o Karena A terletak pada lingkaran L, maka persamaan garis singgung 
lingkaran L yang memalui A adalah: 


XX EA YAY 5 2D 
SD 4x-—3y —25 
Contoh 8: 


Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x? nya —4x-—6y-3—0 yang 
sejajar garis 3x—4y —2 

Pembahasan: 

Misalkan persamaan garis singgung - g dan garis 3x—4y —2 adalah k, maka 
Mg — mp: 
Dari x2 vy2-4x-6y-3-0, maka kita peroleh 
P(2,3) dan 1 - 41943 - 


Sehingga, persamaan garis singgungnya: 
2 
92y-3-7lx-2)t4 $ | 2s 


4y-12-—3x-64162 
4y —3x464t20 


v Persamaan Garis Singgung melalui titik di luar lingkaran 
Jika melalui titik Abg, y4) di luar lingkaran 
ED 3 PA — r? dibuat dua buah garis 
singgung pada lingkaran dengan titik 
singgungnya B(x»,y»)& C(x3.y3), maka 
persamaan garis yang melalui B dan C 
adalah xx 4 y4y — r? disebut garis polar 


Oh 5 Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


(gp) pada lingkaran L dan titik Abe, ya) disebut titik polar (tp). 


Untuk mencari persamaan garis singgung yang melalui titik di luar lingkaran 
dapat ditentukan dengan langkah-langkah berikut: 

o Mencari garis polar dari titik A terhadap lingkaran L 

o Mencari titik potong gp dan lingkaran L 

o Membuat persamaan garis singgung yang melalui titik potong tersebut. 


LATIHAN 6A.I 
1. Tentukan persamaan lingkaran dengan pusat O dan melalui titik (7,-2) 


2. Tentukan pusat dan jari-jari dari persamaan lingkaran (i) 4x? 14y? 525 
(if) x24y2 —18 

3. Tentukan persamaan lingkaran yang mempunyai pusat sama (Kosentrik) 
dengan lingkaran x? nye — 9 tetapi jari-jarinya tiga kali lebih panjang. 

4. Tentukan m agar titik (m, -2) terletak pada lingkaran x? 1y? —13 


5, Misalkan titik A(1,0) dan B(9,0). Tentukan tempat kedudukan dari semua titik 
P(x,y) sehingga PB-3 PA. 


LATIHAN 6B.I 
1. (AMC, 12A/2002/18) Misalkan C, & Cs» lingkaran dengan persamaan 


berturut-turut (x—10)? 2 -36 dan (x415)? -y?2 -81. Berapa panjang 
dari ruas garis terpendek P@ yang menyinggung lingkaran C, di P dan 
lingkaran C5 di O? 

2. (OSK, 2011/Tipe 1) Luas daerah di dalam lingkaran x? 1y? — 212 tetapi di 
luar lingkaran x? 4(y—7)? -14? dan x? 4(y47)? —14? adalah ... 


3. (AHSME, 1996/25/AMC8) Diketahui bahwa x? 1y? —14x-46y-6, berapa 
kemungkinan nilai terbesar dari 3x --4y? 

4. (AHSME, 1996/20/AMC8) Dalam bidang koordinat xy, berapa rute terpendek 
dari titik (0,0) ke (12,6) yang tidak melewati daerah di dalam lingkaran 
(x—6)? 4(y-8)? -25? 

5. (AHSME, 1978/10/Book IV) Jika B adalah titik pada lingkaran C yang pusatnya 
P, maka himpunan semua titik A pada bidang lingkaran C sedemikian sehingga 
jarak antara A dan B kurang dari atau sama dengan jarak antara A dan 
sebarang titik selain titik pada lingkaran C adalah .... 

A. Ruas garis dari P ke B 

B. Sinar garis yang dimulai di P dan melewati B 
C. Sinar garis yang dimulai di B 

D. Lingkaran yang pusatnya di P 

E. Lingkaran yang pusatnya di B 

6. (AHSME, 1978/10/Book IV) Jika r bilangan positif dan garis yang 
persamaannya x 4 Y-r adalah garis singgung lingkaran x? « y? —r, maka r 
sama dengan .... 

7. (AHSME, 1965/13/Book II) Misalkan n adalah banyaknya pasangan bilangan 
(X,y) yang memenuhi persamaan 5y -3x -15 dan x2 1y? «16. Makan 
sama dengan .... 
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8. (NYCIML, Fall 1975/3) Tentukan semua pasangan bilangan bulat (x,y) yang 
memenuhi x? aya «25 dan y-x-—3. 

9. (NYCIML, Spring 1980/15) Ada dua lingkaran yang mempunyai pusat pada 
sumbu X, melalui titik asal (0,0), dan menyinggung lingkaran 
(x—7)? #(y-6)? - 25. Tentukan jari-jari dari lingkaran yang terkecil dari 
keduanya. 

10. (NYCIML, Fall 1981/12) Luas daerah persekutuan lingkaran 
(x-2)? 4(y-2)? -25 dan (x-2)? #(y-6)? -25 dibagi menjadi dua bagian 
yang sama oleh garis 14x -3y —- Kk. Tentukan nilai k. 

11. (10th, Pui Chin Invitational Mathematics Competition/Senior Secondary /10) 
Sebuah lingkaran mempunyai persamaan kX2x 4 y)-4y/(5x—hy)- 2011, 
dimana k dan h suatu konstanta. Tentukan nilai dari k--h. 

12. (9th, Pui Chin Invitational Mathematics Competition/Senior Secondary /8) Find 
the radius of the circle x2 y? #12x434y—2010—0 correct to nearest 
integer. 

13. (5th, Pui Chin Invitational Mathematics Competition/Senior Secondary /8) 
Diketahui suatu persamaan lingkaran adalah x? «y2 4 AxwBy4C-0, 
dimana A, B, C adalah bilangan bulat positif berurutan dengan AxBxC. 
Tentukan kemungkinan nilai terkecil C. 


Persamaan Kuadrat (PK) 
Bentuk Umum PK 
Persamaan kuadrat dalam variabel x, dapat ditulis dalam bentuk umum: 

ax? xbxtc—0 
dengan ab,ceR & az0 dimana a merupakan koefisien x2, b meruapakan 
koefisien x, dan c konstanta. 
Cara Menyelesaikan PK 
Untuk menyelesaikan persamaan kuadrat dengan bentuk ax? xbxtc-0 dapat 
dengan cara mengganti variabel x dengan suatu bilangan real sehingga kalimat 
terbuka tersebut bernilai benar. Nilai pengganti x yang memenuhi PK 


ax? xbxtc—0 disebut penyelesaian atau akar dari PK. 


Untuk mencari akar-akar dari suatu PK ada beberapa cara. Dan kalian semua telah 
mempelajarinya pada saat SMP. Cara tersebut diantaranya: 

e  Memfaktorkan 

e Melengkapkan kuadrat sempurna 


e Menggunakan rumus kuadrat « 9 — 


— bb? 0 


2a 
e Menggambarkan sketsa grafik fungsi f : ax? tbxtc—0 


Contoh: 
(OSK 2002) Misalkan a dan b bilangan real yang berbeda sehingga - Pai -—2 
- 


Tentukan nilai 2 


Pembahasan: 
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2 10 
an 
Gi 14102 
b 
Misal 2 — x, Xt10 ».y 9x4 10n2-10x 4 19x 
b 14-10x 
ea (5x-4) K-D-0 9x - Latau Xx — 


— 58 -— 


1 Karena a eb, maka X1 maka & - 


Untuk lebih jelasnya silahkan direview kembali materi yang ada dibuku SMP Kalian. 


Hubungan Jenis-Jenis Akar PK dengan nilai Diskriminan 


Sebelum kita mengulas tentang hubungan jenis-jenis akar dari PK, kita kenalkan 
dahulu arti dari Diskriminan PK. 
Diskriminan dari suatu PK merupakan suatu yang membedakan jenis akar suatu 
PK. Dan disimbolkan dengan D. Adapun rumus untuk diskriminan PK adalah: 
D-b? —4ac 

Berikut ini hubungan jenis-jenis akar Pk dengan nilai D: 
v Jika Dz0, maka PK mempunyai dua akar real yang berlainan. 

1 Jika D berbentuk kuadrat sempurna maka kedua akarnya itu rasional 

1 Jika D tidak berbentuk kuadrat sempurna maka kedua akarnya itu 


irasional 
v Jika D — 0, maka PK mempunyai dua akar yang sama (akarnya kembar), real, 


dan rasional. 
v Jika D « 0, maka PK tidak mempunyai akar real atau kedua akarnya tidak real. 


Rumus Jumlah & Hasil Kali Akar-Akar PK 
Jika xy & xo adalah akar-akar PK ax? tbxtc—0, dengan a20, jumlah dan 
hasil kali akar-akar PK itu adalah 

XM EX ee dan x4 .xo -£ 

1tX2 2 Na ar 

Dari rumus di atas, maka kita peroleh identitas-identitas berikut: 
Yo rn ln In Pb 3G 
Yo an laa tx0P 3x4 Xo(x1 t X0) 
1 Ps 1 2 X4 # X9 
X4 X9 X4X9 


v 


Yo Ka —x0) 5x ro) — 4x20 


P to... bat X0) — 2x X0 
Ka (X4 x0)P 
y M0 Gatxo) 2x Xo 


X9 X4 X4 X9 
Silahkan kalian buktikan kebenaran semua identitas di atas. 


Jika X4 & Xo adalah akar-akar PK ax? wbxic-0, dengan az0: 
y  Akar-akarnya berlawanan: (x4 --x5) 5 b-0 
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Y  Akar-akarnya berkebalikan: e 2 5 Sa-c 
1 


“ Sebuah akarnya sama dengan nol: (xy -0)5c-0 xo — 2 
a 


b 
“Kedua akarnya sama besar: (x4 - x0)Sxy — X0 — ar 
a 


Contoh: 

(OSP 2010) Persamaan kuadrat x? — pXx—-2p—0 mempunyai dua akar real a & 8 
Jika @S Aa —16, maka hasil tambah semua nilai p yang memenuhi adalah .... 

Pembahasan: 

x? — px-2p—0 akar-akarnya « & P 

Syarat akar-akar real adalah 

p” —4(1)(-2p)z0 

plp-8p)z0 

Maka syarat agar a & £ realadalah px-8 v pz0 


Perhatikan bahwa @«? 4 8 —16 

(a48)? —3aBla # B)-16 

p' -3(-2pJ(p)-16 

p? 46p? -16-0 

(pt-2)(p2 t4p-8)-0 

p-—-—2 tidak memenuhi syarat px-8 v p20 
Jika p? #4p-8-0 maka 

2 

aa Layak J Pe ENG 
Yang memenuhi syarat hanya p--2- 2/3 
Jadi, jumlah semua nilai p yang memenuhi sama dengan -—242”/3. 


Menyusun PK 
v Menyusun PK yang diketahui akar-akarnya 
Untuk menyusun PK jika diketahui akar-akarnya, ada dua metode: 
" Metode Faktor 
(x-4)(x- x2)-0 
dimana X4 & Xx» akar-akar PK 
» Metode memakai rumus jumlah dan hasil kali akar-akar PK 
x? —(x X9 X4 X4 Xo 50 
dimana xXx, & Xo akar-akar PK 


v Menyusun PK jika akar-akarnya diketahui mempunyai hubungan dengan akar- 
akar PK lainnya 
Untuk menyusun PK dengan kriteria ini, juga ada dua metode: 
" Memakai rumus jumlah & hasil kali akar 
x Penghapusan indeks, jika bentuk akar-akarnya simetris 
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LATIHAN GA.II 
1. (AHSME, 1950/13/Book I) The roots (x2 -3xt2)x(x-4)-0 are ... 


a 
2. (AHSME, 1950/38/Book I) Jika ekspresi a 


Cc 
1 mempunyai nilai ab-cd untuk 


semua nilai a, b, c, dan d, maka nilai x yang memenuhi persamaan 


2x 1 
ki - adalah ... 
X 


3. (AHSME, 1950/42/Book I) The eguation xx " -2 is satisfied when xis egual 
NO s5 

4. (NYCIML, Fall 1976/27) Jika c- a»0 dan jika a-b-c-—0, tentukan akar 
yang terbesar dari persamaan ax? xbxtc—0. 

5. (NYCIML, Fall 1977/28) Jika sin? 15? adalah salah satu akar dari 


x? tbxtc—0, tentukan pasangan terurut dari bilangan rasional (b,c). 
6. (NYCIML, Fall 1978/9) Tentukan semua nilai x yang memenuhi 


ia 1 
gl) -agetJuso-—0 
X X 
7. (NYCIML, Spring 1979/7) Grafik fungsi kuadrat melalui titik dengan koordinat 
(-1,-2) (1,0), (2,7), dan (3, y). Tentukan nilai y. 
8. (NYCIML, Spring 1979/23) Jika n bilangan bulat positif, tentukan (dalam suku 


n) semua nilai x lebih dari 1 yang memenuhi 4x'/21) .x1/n 3-09 
9. (NYCIML, Fall 1980/29) If reciprocal dari (x#y) is egual to the sum of 


. 2 2 5 2 X 
reciprocal of x and reciprocal of y, find all possible numerical value of —. 
y 


10. (NYCIML, Spring 1981/3) Find all ordered pairs (p,g) of real numbers for which 
lp — lal -1 and the eguation x? 4px4tg—0 has only real roots. 


11. (NYCIML, Fall 1982/1) Tentukan semua bilangan real x yang memenuhi 
Pe 
x 3 


LATIHAN 6B.II 

1. (AMC12, 2001/23) A polynomial of degree four with leading coefficient 1 and 
integer coefficients has two real zeros, both of which are integers. Which of 
the following can also be a zero of polynomial? 
erat oyI3 1 

2! 2! 22 

2. (AMC12A, 2002/1) Berapa jumlah semua akar-akar dari persamaan 

(2x 4-3)(x—4)4 (2x43/x—6)-0? 


3. (AMC12A, 2002/12) Kedua akar-akar persamaan kuadrat x? —63x4k -0 
adalah bilangan prima. Berapa banyak nilai k yang mungkin? 

4. (AMC12A, 2002/13) Two different positive numbers a and b each differ from 
their reciprocals by 1. What is a 4 b? 

5. (AMC12B, 2002/6) Andaikan a dan b bilangan real tidak nol, dan persamaan 


x? taxtb—0 mempunyai solusi a dan b. Berapakah pasangan yang mungkin 


untuk (a,b)? 
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(AMC12A, 2005/9) Ada dua nilai a yang memenuhi persamaan 


4x? tax48x49-—0 hanya mempunyai satu solusi untuk x. Berapakah jumlah 
dari dua nilai a tersebut? 

(AMC12B, 2005/8) For how many values of a is it true that the line y- x-a 
passes through the vertex of the parabola y — Ka? 

(AMC12B, 2005/12) Persamaan kuadrat x4mxtn-0 mempunyai akar-akar 


dua kali dari akar-akar persamaan kuadrat X4 px-m-—0, dan tidak ada nilai 
m, n, dan p yang nol. Berapa nilai dari p? 


(AMC12B, 2006/12) Parabola y —- ar tbxtc mempunyai vertek/Titik balik 


(p,p) dan titik perpotongan dengan sumbu Y (O,-p) dimana p tidak sama nol. 
Berapa nilai b? 
(AMC12B, 2007/24) Berapa banyak bilangan bulat positif (a,b) sedemikian 


sehingga FPB(a,b)-1 dan 2 merupakan bilangan bulat? 


Persamaan Eksponent 


Sifat-Sifat Fungsi Eksponent 
Jika ag ben, az0,m dan n bilangan rasional, maka sifat-sifat fungsi eksponent 


adalah sebagai berikut: 


v 


v 


v 
v 


n 
Man -a" 
23, 
Gap - Map - M 
ad -1 


Persamaan Eksponent 


1: 


Bentuk a'Y - am 


Jika a'W -aM a»0,&a21 maka f(x) -m 
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2. Bentuk a' 9 - 395 
Jika a'"9 -a9W), a»0 & az Imaka f(x) -9(x) 
3. Bentuk a90 -p'W azb 
Jika a'9 -b'), ab» O,ab#1,dan azb maka f(x)-0 


4. Bentuk #(x79 - #71 


Jika #0)99 - f(x)", maka penyelesaiannya adalah sebagai 
berikut: 
v. glx)-htx) 

Se 


f(x)—-0, asalkan g(x) dan h(x) keduanya positif 
f(x) — —1, asalkan g(x) dan h(x) keduanya genap atau 
keduanya ganjil 


5, Bentuk ak WP s0k"W)ic-0,b»0beLas0abcen 

Untuk menyelesaikan bentuk ini, ikuti langkah-langkah berikut: 

“  Memisalkan dahulu y -k') 

v Dari pemisalan tersebut, akan diperoleh bentuk persamaan kuadrat dalam 
Y, yakni ay? -by4c—0 

v Selesaikan persamaan kuadrat yang kamu peroleh tadi, sehingga 
diperoleh nilai y. 

v  Substitusikan nilai y tadi ke pemisalan semula, yakni y — Kk 

v Sehingga akan kita peroleh nilai x 


LATIHAN 6A.III 
1. (AMC12, 2001/5) Berapakah perkalian semua bilangan bulat ganjil positif 
kurang dari 10.000? 
10000! 
(50001)? 
10000! 
55000 


39A9! 
25000 


10000! 


22000 5900 
50001 
25000 


2. (AMC12A, 2002/3) According to the standard convention for exponentiation, 


E: 
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Aa 


2 
2 
pe 29 -216 65.536. If the order in which the exponentiations 
are performed is changed, how many other values are possible? 


3. (AMC12A, 2004/6) Misalkan U - 2. 20042905, Y-20042005, 


W — 2003.20042004 Xx —2» 20042904 y—20042004 dan Z-20042903 
Dari bilangan-bilangan berikut, mana yang paling besar? 


A. U-V 
B. V-W 
Oa WK 
DK 
E. Y-Z 


4. (NYCIML, Fall 1977/30) Andaikan f dan g fungsi berturut-turut didefinisikan 
f(x)-x42 dan g(x)—-x. Tentukan semua x2-2 yang memenuhi 


39W)-1093 f(x) — fx) 

5, (NYCIML, Fall 1981/8) Jika 24” )-6“ -9“ dan x -logpy3 a, tentukan nilai 
dari a? 

6. (AHSME,1996/6/AMC7) Jika H2) - x1)(x w2)f”3), maka 
#(0)-#(-1)-#(-2)41#(-3)-.. 


7. (AHSME,1998/5/AMC7) Jika 21998. 21997 21996 | 21995. pp1995, 
Berapakah nilai k yang memenuhi? 


Bentuk Akar 


Konsep Bilangan Irasional 
Sebelum kita mendefinisikan bilangan irasional, kita ulas kembali, pengertian dari 


bilangan rasional. Bilangan rasional merupakan bilangan yang dapat dinyatakan 
dalam bentuk - p,geZ, gz0. 
Dari definisi di atas, maka dapat kita definisikan bahwa bilangan irasional 


merupakan bilangan yang tidak dapat dinyatakan dalam bentuk - p,geZ, g#0. 


Bilangan Irasional Bilangan Rasional 


Kaali 1 2947171717... 
99 
e-—2718281..... J9 - 3,00000..... 
J2 -1414213..... 4 — 4,000000.... 
V7 5 26457... 18 -166666..... - "2 
UJI DIRI: 


Ubahlah bentuk desimal berikut ke bentuk rasional/pecahan: 
OUT ANTA T Kecoa 


o 223-223232323.... 
o 3,401—3, 401401401..... 


Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


2 Pa 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


Definisi Bentuk Akar 
Secara umum, bentuk akar ditulis dalam bentuk Ya 


(Ya dibaca" akar pangkatn dari a") 

dengan: 

Va disebut bentuk akar (radikal) 

V disebut lambang bentuk akar 

n disebut indeks (pangkat akar) 

a disebut radikan (bilangan di bawah tanda akar), dengan a bilangan riil positif 
untuk n bilangan asli dan untuk n bilangan ganjil, a dapat berupa bilangan riil 
negatif. 


Bentuk akar terbagi atas 2 jenis: 

1. Akar Senama 
Suatu bentuk akar dikatakan akar senama jika indeks (pangkat akar)nya sama, 
Contoh: 


v A7,19, /31, mempunyai indeks 2 
v J2 47,949, mempunyai indeks 5 
2. Akar Sejenis 
Suatu bentuk akar dikatakan akar sejenis jika indeks dan radikannya sama, 
Contoh: 
v 7,217,517, mempunyai indeks 2 dan radikan 7 


v 2392, 79/2, mempunyai indeks 5 dan radikan 2 


Operasi pada Bentuk Akar 


Untuk semua bilangan real a dan b serta n bilangan asli maka berlaku: 


Ya x db 5 axb 
Ja fa 


yb Nb 
platgYa -(ptg)Ya 


Catatan: 
Untuk sebarang a bilangan real dan a tidak sama dengan nol, m bilangan bulat, n 
bilangan asli, dan n lebih dari atau sama dengan 2 berlaku: 


Merasionalkan Penyebut 


a 
» Bentuk —,bz0 
vb 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


aa Wb a 
Ip Ab AD 
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a / a / a / a 
b-Jc JIb-c biJc Jb4c 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


1 Bentuk 


v aa bwNc abc) 
b-Yc b-Jc bwJc  p2-c 
Pa 3 b-lc ab-vc) 
brc b4Jce b-Jc  p2-c 


pa 8 Vbwc aWVb--c) 
Vb-c Jb-c Jbxc p -c? 


P A ..2 “b-c aWb-c) 
Jb4wc JIb4c Jb-c p -c2 


a 


Jb tc 


Cara merasionalkan bentuk ini adalah 


a Jbtc aWbINe) 


sn Bentuk 


a 
Jbtle “btNc Nbrye oo b-c 


Menyederhanakan Bentuk Akar //(a-b)t2”ab 


Bentuk »/(awb)t2//ab dapat disederhanakan menjadi bentuk (Va # /b) dengan 
a, b bilangan real dan a»b. 


Coba kalian buktikan bentuk ini. 

LATIHAN 6A.IV 

1. (OSK, 2013) Misalkan a dan b adalah bilangan asli dengan a - b. Jika 
V94 # 2V2013 — Ya # Vb, maka nilai a — b adalah ... 

2. Tuliskan setiap bentuk akar berikut ke dalam bentuk operasi akar tunggal 
yakni Vatb dengan a » b. 


a. 181215 
b. 9-56 
C. 5/24 
d. 15-21 


3. Hitunglah /45420v5 4-/45-20/5 
4. Nilai dari bentuk-bentuk berikut adalah 
128 —/32 4/8 
Nara 
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J45 418 
74210 
c. 149-206 


1/2 
d. tele danagi | 
1 LN po 
3-18 8-17 A7-16 6-5 5-2 
f. IregreIie bs. 
g. 1 3 sa 7 a13 
5, Nilai x dan y yang memenuhi be y“2)(8—/2)- 2 adalah ... 
X X 
6. Nilai x yang memenuhi (V81212) -| 3-2/2) -3/2 adalah ... 


7. Manakah dari bilangan-bilangan di bawah ini yang merupakan bilangan 
terbesar: 6 Y6,8 Y2, 28130, /900 


1/2 


dan 


V3 4/2 V3 —2 


8. Sederhanakan bentuk: x? « xy4y? untuk x — 


9. Sederhanakan bentuk: 


1 
251 ba 6 
1 


N10 414415421 


V. Persamaan Logaritma 
Definisi Logaritma 
Jika b-a? maka “logb-c, dan sebaliknya jika 3logb-c maka b- af. 
Hubungan antara bilangan berpakat dan logaritma dapat dinyatakan sebagai 
berikut: 


dlogb-c —b-a" 


dengan a - bilangan pokok/basis, az0, az0 
b - numerus (yang dicari nilai logaritmanya), b 5 0 
c — hasil logaritma 

Jikaa —- 10, maka cukup ditulis: logb-—c. 


Sifat-Sifat Logaritma 
1. Untuk a»0, a-z1, berlaku: 


Aloga-1 “l0g1-0, log10-1 


2. Untuk a»0, az1, x,y»0 serta a x,yeR berlaku: 


3 lag x4“Iog y-8 log xy 
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3. Untuk az-0, az1, x,y»0 serta a, x,yeN berlaku: 
alog x-?log y-?log ) 
y 


4. Untuk a»z0, az1, serta an, x,e R berlaku: 


Alogx" —n. “log x 


5, Untuka,m » Oserta a nm, x,e R berlaku: 


6. Untuk ap»0 dan apz1, serta ap & xe RN, berlaku: 


Plogx 1 


log x - 


Plogx “loga 


7. Untuk a20, x20, y20,a,x, dany e R berlaku: 


log x. “log y-8 log y 


8. Untuk a20, sertaa dan x e R, berlaku: 
a —X 


Persamaan Logaritma 
1. Bentuk 3logf(x)-3logn 


Jika8logf(x)-"logn ,a»0,a#1,f(x)» 0, maka f(x) — n 


2. Bentuk 2log g()-Plog gx) 


Jika #logg(x)-—Plogg(x), azb,a,b»0, ab #1, 


maka f(x) — 1 


3. Bentuk 2logf(x)-3log g(x) 


Jika 3logf(x)-8logg(x), as O,a#1,f(x)» 0, g(x)» 0, 


maka f(x) - g(x) 


4. Bentuk “loggx)- log MO), FCO,9(x), hi) 5 0,& fx) #1, 
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Jika 
log gx) Wlog h0), F0),900), 164) 5 0,& f0) #1 


, maka g(x)-hlx) 


5. Bentuk a 'logf4b 'logfo) -c—0 

Untuk menyelesaikan bentuk ini, ikuti langkah-langkah berikut: 

“  Memisalkan dahulu y-'log fx) 

v Dari pemisalan tersebut, akan diperoleh bentuk persamaan kuadrat dalam 
Y, yakni ay? -by4c—0 

v Selesaikan persamaan kuadrat yang kamu peroleh tadi, sehingga 
diperoleh nilai y. 

v“  Substitusikan nilai y tadi ke pemisalan semula, yakni y-'log fx) 


Sehingga akan kita peroleh nilai x 


v 
v Cek, nilai x tersebut harus menyebabkan nilai f(x) » 0 


LATIHAN 6A.V 

1. (OSK, 2012/Tipe 1) Jumlah semua bilangan bulat x sehingga 
2Jog (x? —4x — 1) merupakan bilangan bulat adalah .... 

2. (AMC128, 2003/17) Jika logoxy3 )-1 dan loglx2y)-1, berapakah nilai 
logxy)? 

3. (AMC12A, 2002/14) Untuk semua bilangan bulat positif n, misalkan 
f(n) -logp9o2n” . Misalkan N - #11)-- A13)--#(14), maka nilai yang mungkin 
untuk N adalah 

4. (AMC12B, 2002/22) Untuk semua bilangan bulat n lebih dari 1, didefinisikan 
an - (log, 2002). Misalkan b- ab tag Hay tas dan 
C-A9tayta Ha tayy. Berapakah nilai b-c? 

5. (AMCI12A, 2003/24) Jika a2 b»1, berapakah kemungkinan nilai terbesar dari 
logala/b)-logplb/a)? 

6. (AMC12A, 2005/23) Dua bilangan berbeda a dan b dipilih secara acak dari 
himpunan b Pa 225), Berapakah peluang bahwa log, b merupakan 
bilangan bulat? 

7. (AMC12B, 2004/17) Untuk suatu bilangan real a dan b, persamaan 
8x3 14ax? 42bxta-0 mempunyai tiga akar-akar positif berbeda. Jika 
jumlah dari logaritma basis 2 dari akar-akarnya adalah 5, berapakah nilai dari 
a? 

8. (AMC12A, 2005/21) Berapa banyak pasangan tripel bilangan bulat (a, b, c), 
dengan az 2 b21,& c2-0, memenuhi log, b-c?995 dan awb--c- 2005? 

9. (AMC12B, 2005/13) Andaikan bahwa 
441 —5, 542 —6, 6'3 —7,...,127”124 —128. Berapakah nilai dari 
X4 X9... X4 oa? 

10. (AMC12B, 2005/17) Berapa banyak pasangan 4-tupel berbeda (a,b,c,d) dari 
bilangan rasional yang ada dengan persamaan 
alog92-4 blogo34#-clogo54-dlogy9o 7 -2005? 

11. (AMC12B, 2005/23) Let S be the set of ordered triples (x,y,z) of real numbers 
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for which logyg(x-y)-z and logrolx? 1y2)- z-1. There are real numbers a 
and b such that for all ordered triples (x,y,z) in S we have 
Sy -a108 4h.1022, What is the value of a--b? 


12. (AMC12A, 2006/21) Misalkan S, — x y) logroli pede yk 1-logyolx 4 yl 


dan S5 - (x,y)lo91o24-x2 y? Is 24-lo9yolx #y)i. Berapakah perbandingan 
0 


luas daerah antara S5 dan S,? 

13. (AMC12B, 2006/20) Misalkan x dipilih secara acak dari interval (0,1). 
Berapakah peluang bahwa |l0919 4x I-|logo x|-0? 

Cat.: Lx) menyatakan bilangan bulat terbesar kurang dari atau sama dengan 
X. 

14. (AMC12A, 2007/23) Persegi ABCD mempunyai luas 36, dan AB sejajar sumbu 
X. Titik sudut A, B, dan C berturut-turut pada grafik y —log, x, y -2log4 x, 
dan y —3log4 x. Berapakah nilai a? 

15. (AMC12B, 2007/17) Jika a bilangan bulat tidak nol dan b bilangan bulat positif 
sedemikian hingga ab? — logo b, berapakah median himpunan 
(0,1, a, b,1/b)? 


Sistem Persamaan 
Bentuk yang melibatkan variabel, yaitu: 
FX, X0 en XN) SC 
disebut persamaan dengan n buah variabel. Sistem persamaan adalah suatu sistem 
yang terdiri dari dua atau lebih persamaan, yakni 
Axis Xes 5 Xn)E C1 
f5 (X4, Kop uang Xn)- Cc» 


Feni MO Xn)- Cm 
Sistem persamaan di atas disebut sistem persamaan dengan n buah variabel dan m 
persamaan. Solusi dari suatu sistem persamaan adalah solusi secara simultan dari 
semua persamaan di dalam sistem ini. Cara baku untuk menyelesaikan sistem 
persamaan telah dipelajari siswa-siswi sejak SMP, yakni dengan cara Eliminasi, 
Substitusi, atau Campuran. Untuk menyelesaikan soal-soal olimpiade yang berkaitan 
dengan selesaian suatu sistem persamaan dapat menggunakan konsep yang sudah kita 
pelajari pada waktu di SMP atau dengan cara-cara yang elegan/cantik. 


Contoh 1: 
at3b-2d -6160 
Tentukan a-b--c-#d jika diketahui: : 6a-2b-7680 (seleksi IMO 1993) 
6c 3d - 8820 


Pembahasan: 
Jika soal di atas diselesaikan dengan cara biasa, yakni mencari a, b, c, dan d dahulu 
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seperti metode yang telah kita pelajari pada waktu di SMP, maka kita akan menemui 
kesulitan. Akan tetapi, jika diselesaikan dengan cara yang cantik/elegan yakni tanpa 
mencari nila a, b, c, dan d maka hasilnya: 

Persamaan kedua dikali 1/2, maka kita peroleh 3a4-b-— 3840......... (4) 


Persamaan ketiga dikali 2/3, maka kita peroleh 4c4-2d -5880........ (5) 
Jumlahkan persamaan (1), (4), dan (5), maka kita peroleh 4a- 4b-4c-4d -15880, 
Sehingga kita peroleh: a-b-c“-d—-3970. 


Contoh 2: 
X4#1y43v #5u —16 


8x #4y #6v #-2u— —16 
2X 4#6y 4-4v #8u —16 
5x43y47v#-U-——16 


Tentukan nilai x, y, v, dan u jika diketahui: 


Pembahasan: 
Jumlahkan persamaan pertama dan keempat serta persamaan kedua dan ketiga: 
Elx#-u)-10ly-v)-0 
10(x-u)-10ly-v)-0 
Sehingga kita peroleh x-u-—0 dan y-v —0. Substitusikan —x ke u dan -—y ke v ke 
persamaan semula, maka kita peroleh: 
—4x44y —16 
6x-—-2y -—16 
Jadi, x ——2, y—-2,U-2,Vv—-—2 


Contoh 3: 


Xt -2y 
Xx 


- 2 
Cari semua solusi real dari sistem persamaan : y- — —2z. 
y 
2 
Z#—-2x 
Z 


Pembahasan: 
Misalkan (x, y,z) solusi sistem persamaan di atas. Diantara x, y, dan z tidak mungkin 


ada yang nol. Perhatikan bahwa jika salah satu positif maka dua yang lain juga positif. 
Selanjutnya, dengan mengalikan dengan -1 akan kita peroleh solusi yang lain. 
Asumsikan x,y,z20. Dengan menggunakan ketaksamaan AM-GM untuk masing-masing 
persamaan kita peroleh: 


2y -x1 52 42-02 
xXx N lx 


Dengan cara yang sama maka kita peroleh: z2» J2 & x»/2 
Dengan menambahkan semua persamaan dari sistem persamaan semula dan hasil di 
atas, diperoleh: 


NP xeyaz-d Petasan, Dengan demikian haruslah x - y -z-“2. 
Xx y z 


Selanjutnya dapat ditunjukkan bahwa (v2, J2, J2) dan 2 12, 2, —Je) adalah solusi 
yang dimaksud. 
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LATIHAN 6B 


1. Selesaikan sistem persamaan 
2x Ie y)- 


2. Selesaikan sistem persamaan ye 9 5 -2 
X43y46z2—15 
X4y 55 
3. Selesaikan sistem persamaan » yt-z-—6 
LAKI 
X42y —5 
y42z-8 
Z4#-2U—11 
Ut2x-—6 
5. Diketahui x, y, z memenuhi sistem persamaan 
2000(x — y)-20011y —z)-2002(z-x)-0 
ba 2002”(z-— x)- 2001 
6. Tentukan Aa Bai real dari sistem persamaan 


ta x ty sei 


x? y? Saya 2 17xP — 9x y?z? 


4. Selesaikan sistem persamaan 


. Tentukan nilai dari z— y. 


Xt xz0 —3 
7. Buktikan bahwa solusi positif dari sistem persamaan !y z2 « x8 —3 hanya 
21x21yI 53 


6sy.2) (44,1) 
Ka ea 


8. Selesaikan sistem persamaan - y -lIog y - 02 1)- z 


Z2 )-x 
logk2xy) -— log x log y 


9. Selesaikan sistem persamaan ! log(yz)- log y log z 
log(2zx) — log z log x 


z log 


Xy #yz24-z2xX—12 


10. Selesaikan sistem persamaan untuk x, y, z bilangan real 


XYZ 524X4Y4Z 
positif. 
11. Tentukan semua solusi bilangan bulat untuk sistem persamaan 
3-x4y425x 4423 
X4y4-U54 
2x naa tU4V5—5—5 
12. Tentukan nilai x, y, Uu, dan v yang memenuhi sistem persamaan y 
UtVv4-x—0 


VtXx4y-——8 


2. Il — Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


5732x 42134y #2134z — 7866 
13. Selesaikan sistem persamaan « 2134x -5732y #2134z-670 . 
2134x42134y 45734z —11464 


KAK 5y? 16224 8(yz ZX4 xy) - 36 
14. Selesaikan sistem persamaan 6x2 4 y? 1522 8(yz4zx4xy)-36. 
5x2 46y? 422 18(yz4zx4xy)-36 


X4y4z-6 


15. Diketahui bilangan real x, y, z memenuhi sistem persamaan x? 1y? 120-26. 


Ny - 90 


Tentukan nilai dari xyz dan x3 -yt ap 


7. Barisan & Deret 
Pendahuluan Barisan 
Perhatikan barisan sederhana berikut: 1, 2, 3, 4, .... Ini mudah kita dapat menentukan 
suku berikutnya, yakni dengan menambah 1 suku sebelumnya. Jadi, rumus suku ke-n 
barisan sederhana ini adalah n. Di bawah ini ada tabel tentang rumus suku ke-n suatu 
barisan: 


Barisan Rumus Suku Ke-n 


1, 3, Sy... 2n-1 

13, 8, 3, .... 18-5n 

1,4, 9, 16,... n? 

1/2, 1/4, 1/8, ... 1/2” 

1 5 7 n 

Da3” w(-T) 
2 


NB: untuk neN dan n—1 berkorespondensi dengan suku ke-1 dari suatu barisan, 
n—2 berkorespondensi dengan suku ke-2 dari suatu barisan, dst. 


Notasi Penjumlahan 
Perhatikan penulisan jumlah dari kuadrat n bilangan asli pertama dalam notasi sigma 


n 

adalah 12 422 4324..4n2 - X |? Contoh lain penulisan dalam notasi sigma adalah 
(A 

sebagai berikut: 


V A-214-—84...d( 2)" 5 $ (—3)' 
i-0 


n 
Vo Ahh an SI 

i- 
Contoh-contoh di atas merupakan jumlah berhingga, berikut diberikan contoh jumlah 
tak berhingga: 


5 i 
v LN NN 9 -2 
2 4 


Y 14214481. Y 2-10 
i-0 
Contoh 1: 


4 | 
Tentukan nilai ” (On 
i-1 
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Pembahasan: 
4 | | | | | 
ena Ne 8 dubwone0eo- D1. 


Barisan & Deret Aritmatika 
Pada saat di SMP Kelas IX, telah di bahas tentang baik Barisan dan deret Aritmatika 
maupun geometri. Di sini akan direview tentang rumus suku ke-n, rumus jumlah n 
suku pertama, dan rumus suku tengah. 

Up —at(n-1b 


5. - las Un)- 5 (2at(n- 10) 

Ur Sae, , dimana n merupakan bilangan ganjil 
Ket: 
U, : Suku ke-n 


S, : Jumlah n suku pertama 

U, : Suku tengah 

a, b,& n berturut-turut: suku pertama, beda, dan banyaknya suku 

b- Us —Uj 5U3 —U5 —.... 5Up —Upn4 

Perhatikan deret berikut, 1-2--3--.... -(n—1)-n, merupakan jumlah n suku pertama 
bilangan asli, juga merupakan deret aritmatika dengan a-b-1. Sehingga 


S, ar (1-N)- Ma PA) AU, 


n(n-41) 


n 
Jadi, X i-14243-4...-n-— 
i-1 


Contoh 2: 

Tentukan nilai jumlah: 19962 —19952 119942 —19932 4... 122 —12 
Pembahasan: 

Jumlah pada soal, dapat kita tulis sebagai 


(19962 —19952 J1 (19942 —19932:..... (22 —12) dan jika kita amati maka terdapat 


998 pasang bilangan. Sehingga dapat dapat menulis dalam notasi sigma, 
998 998 

» (em? -(en-1)- y (an? 2 lan? -ansi) 

i- i-1 


i-! 
2 ha 1) 998-998000. 


Oo 
O — 


Barisan & Deret Geometri 
Berikut rumus-rumus berkaitan dengan barisan geometri: 


Up —ar 
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Ket: 

U, : Suku ke-n 

S, : Jumlah n suku pertama 

a,r,& n berturut-turut: suku pertama, rasio, dan banyaknya suku 


.U2 V3 Un. 
a Up Uni 
Contoh 3: 


Rumus jumlah n suku pertama diberikan sebagai berikut: 3” —1, berpakah suku 
pertama deret ini? Apakah deret ini merupakan deret geometri dan jika ya, berapakah 
rasionya? 
Pembahasan: 
S, -3"-1 dan S,.1 -31"4 1. 
Sekarang, rumus suku ke-n deret ini: 
Un Si 63 A3 233 
Jadi, Uy -a-—2. 
Jelas, ini merupakan deret geometri dengan rasio 3. 


Contoh 4: 
Tentukan rumus jumlah n suku deret: 2 4 21 4 an 4 Li 
2 4 8 16 


Pembahasan: 
3 21 63 177 


“te3s(se1)sle- 2) Ha 
Letak 
(es B))Se(43) Jeles() Jeli) Ja 
Lean GG) 
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Deret Geometri Tak Hingga 
Deret ini merupakan kasus khusu dari deret geometri ketika Ir «1 dan n sangat besar. 


Jadi, rumus jumlah takhingga deret geometri adalah 


Deret geometri takhingga ini akan mempunyai jumlah/convergen jika 
Il der. 


Contoh 5: 
Tentukan jumlah dari n suku pertama barisan 01: 01t: 0111: 01111..... Dan juga 


tentukan bilangan rasional yang menyatakan ekspansi desimal berulang pada bilangan 
0111111... 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa suku pertama barisan adalah 0,1- Ha 
Suku ke dua adalah 0,11-— Net 
10 100 
Suku ke tiga adalah 0/111- 4 —4— 
10 100 1000 


2 SB - 
n (4 10140 

Sehingga, rumus suku ke-n adalah | ) — 
i4 10 Ig 


1 


Go) 


Jadi, jumlah n suku pertama barisan pada soal adalah 


1 Yin an Ay 
s3 BJ 35 0) 


Untuk menyatakan 0,111111.... dalam bentuk rasional. Perhatikan bahwa: 


Aa ARI. 
10 10 100 


4 ..., dimana ini merupakan deret geometri takhingga 


dengan a-r-—- 5 . Sehingga 0, 1111.... — S,, — — — 
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Berikut ini merupakan rumus jumlah kuadrat dan pangkat tiga n bilangan asli: 


v 2122132 4..an $ 2. n(nt 02-41) 
i- 6 
2 
v (23 en 5 Y s (ae) 
i-1 2 


Contoh 6: 

(OSK 2009) Bilangan bulat positif terkecil n dengan n-2009 sehingga 

( EN Pe TAN Oi 
n 

Pembahasan: 


merupakan bilangan bulat adalah ... 


ae 


nan ay 
— it . Agar dal t? Pensi 
n 


bilangan bulat, maka haruslah n Manna. 2) kuadrat "3 Bilangan 
kuadrat terkecil setalah 2009 adalah 452-2025. 
Jadi, nilai n terkecil yang memenuhi adalah 2025. 


Contoh 7: 
Tentukan jumlah n suku pertama deret: 


62) 2 122) 12 2 132) 2 aa 143 Jaa 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa rumus suku ke-n: 
n 3 2 20 0 
D2 n(n41)(2n4#1) 2n” 43n”4n n Pe se 
jA 6 6 3 2 6 
Jadi, jumlah n suku pertamanya adalah: 


BD. 
LN IN | I I 1 1 
4 8 #-— j2 #-— i 
2 | 3 2 “4 3 £ 2 £ 6 P3 


An 2 (na i nn-41en41) 1 n(n#1) 


3 4 2 6 6 2 
—nn4Yln(n 41) 4 (2n-41)-1) 
12 
n41) (n41) (nt2) n(n4 1)? (1-2) 
— 12 — 12 


Prinsip Teleskopik 
Ada dua bentuk umum dari prinsip teleskopik, yakni penjumlahan dan perkalian. 


n 
Ve KA AR) Po) (Fa — Foo) (Pn nh) FA 


FK — F2 - F3 “ F4 Kana Pn 2 Pn Tn Pn - 
k2 FA AR F3  Fn22 F4 


Contoh 8: 


Hita raj ra) 
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Pembahasan: 
Ini merupakan salah satu contoh penerapan dari teleskopik perkalian, 


Pa | PER (PL PA 111-345 nii ne2 3 
4 5 6) XL n42 n43) 456 n42 n43 n43 


Contoh 9: 


n 
Hitunglah bentuk dari Y' k! k 
KA 
Pembahasan: 
Jika kita tulis, Kk - K!(k4-1-—1)-(k--1)— kl, maka soal di atas dapat ditulis menjadi 


n 
» ((k1)!-k!) setelah menerapkan konsep teleskopik penjumlahan kita dapat 


k-1 

Contoh 10: 

Buktikan bahwa JI | 5) 2 KL 
n—2 n 2 

Pembahasan: 


Perhatikan bahwa: 


B3) 305) (3) 


1 
N 2 2N 2 2N 
Ketika N medekati takhingga, maka JI 1-5) — 5. (Terbukti) 
n—2 n 


LATIHAN 7A 
1. (OSK, Tipe 1/2011) Bilangan asli disusun seperti bagan di bawah ini. 
1 


2 3 4 


10 11 12 13 14 15 16 


Besar bilangan ketiga dari kiri dalam baris ke-50 adalah .... 
2. (OSK 2009) Jika xx.» - xx untuk k-1, 2, 3, ... dan xy —1, maka 
Xt Xo Ht... H X400 — 


3. (OSK 2006) Jika XM maka X -... 
2-4 
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4. (OSK 2006) Diketahui a--(a-1) -(a-2)-.... -50—-1139. Jika bilangan positif, 
maka a-—-.... 

5. (OSK 2006) Barisan 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, --- terdiri dari semua bilangan asli yang 
bukan kuadrat atau pangkat tiga bilangan bulat. Suku ke-250 barisan adalah :  :: 


6. (OSK 2006) Pada sebuah barisan aritmatika, nilai suku ke-25 tiga kali nilai suku 
ke-5. Suku yang bernilai dua kali nilai suku pertama adalah suku ke :--:-: 


7. (OSK 2003) Berapakah hasil perkalian | 3 | | Ik 2 kb L :| 
2 3 4 2003 
8. (OSP 2011) Diberikan barisan bilangan rasional fax ),. yang didefinisikan 


an —1 an 
dengan 3 —2 dan as: Ae. neN. Nilai 25944 adalah .... 
ap 


9.  (OSP 2009) Bilangan rasional ax bx c membentuk barisan hitung (aritmatika) 


dan Hi P2. —-3. Banyaknya bilangan positif a yang memenuhi adalah .. 


10. (OSP 2006) Hasil penjumlahan semua bilangan bulat di antara Y2006 dan 
“2006 adalah .... 


11. (OSP 2006) Afkar memilih suku-suku barisan geometri takhingga 1, ln 


2'4'8 
untuk membuat barisan ea takhingga baru yang jumlahnya 1/7. Tiga suku 
pertama pilihan Afkar adalah .. 


3 3 3 3 
12. (OSP 2005) Bentuk sederhana dari / Ya hi 1 aa 4 


, y 


28 4133 s1)? 41) 008 41 


13. (OSP 2004) Diberikan berturut-turut (dari kiri 


ke kanan) gambar-gambar pertama, kedua . 
dan ketiga dari suatu barisan gambar. - Ea . 
Berapakah banyaknya bulatan hitam pada ee s6. andi ai 
gambar ke-n ? .0.. so00e s0n0e 


14. (OSP 2004) Tentukan nilai dari 6 3 3 2 2 ) 


15. Hitunglah nilai dari V2y2vV2v....... 
16. Hitunglah bentuk takhingga 2- 


2-4 aa 

24 — 

LATIHAN 7B 

Tn .1 1 1 1 
1. Tentukan nilai dari 4 4 ea —  — — 
12 23 34 2010.2011 
Tg 2012 5 
2. Hitunglah nilai dari Y' kl k41) 


k-1 
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2011 
Misalkan &, as, ...., a, barisan aritmatika dengan beda d. Hitunglah Y' an na 
kt Ak- AKA 


| | 20 6x 
Hitunglah jumlah dari bentuk Y' . 
Pa Gx ak Jlakri —»F#) 
Suatu barisan (x,!,, didefinisikan sebagai xy — 5, Xxa1 ke #Xk. Tentukan 


1 1 


bilangan bulat terbesar yang kurang dari tt 
X44#1 X041 X400 #1 


Hitunglah nilai dari Pee 1 28 1 : 
1 2 2 3 1999 2000 
| 1 1 1 
Buktikan bahwa —— ——--...4———wr4 
IAW3 ADEN7 V9IIT 4 /99II 
3 
2 nat 2 


Buktikan bahwa JJ Na 
no mPei 3 


Hitunglah nilai dari JJ 11- 1 
n—0 2" 
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BAB II 
GEOMETRI 


1. TRIGONOMETRI 


Dalam buku ini, akan di bahas dasar-dasar dari trigonometri yang akan bermanfaat 
dalam menyelesaikan soal-soal olimpiade. 


Definisi Fungsi Trigonometri 
Perhatikan gambar segitiga ABC siku-siku di C, 


B z £ 


Kita akan menulis sin A untuk sin LA, sehingga kita definisikan fungsi trigonometri 
berikut: 


sinA-2 Aa aa tan A- 
Cc C 


v0 (co o-| 


secA-£ cosec A-£ cot A- 
b a 


Untuk satuan sudut dalam trigonometri dapat berbentuk derajat atau radian. Berikut 
hubungan antara derajat dan radian: z rad -1809 


Nilai fungsi trigonometri untuk sudut-sudut yang istimewa 


0? 0 1 0 
1 NA 1 
302 5 ba — 
2 2 V3 
452 V2 V2 1 
? 9 
3 1 
60 - : PE 
902 1 0) oo 


Na Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


Dari definisi trigonometri di atas, maka kita peroleh identitas: 


secA- 
cos A 
cosec A — — 
sin A 
cot A - san 
tan A 
sin A 
tan A- 
cos A 
Prinsip Reduksi 
sin(—9) — —sing cos(—9) — cosd tan(—9) — —tan9 


sin? Axcos2A-1 
tan? A41-— sec? A 


cot? At1-cosec?2A 
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sin(90” — 9) — cosd 


cos(90” — 9) — sing 


tan(90” — 9) — 2 
tang 


sin(90” 4- 9) —cosd 


cos(90? 4 9) — —sin4g 


tan(90” - 9) — — A 
tang 


sin(180” — 9) — sing 


cos(180” — 9) — —cosd 


tan(180” —9) — —tan9 


sin4180” 4 9) — —sin9g 


cos(180” 4 9) — —cos4d 


tan(180” 4 9) — tang 


sin(270” — 9) — —cosd 


cos(270” — 9) — —sin@ 


tan(270” — 9) — : 


sin(270” 4 9) — —cosd 


cos(270” 4 9) — sing 


tang 
1 


tan(270” - 9) — ——— 
tan 9 


sin(360” — 9) — —sin@ 


cos(360” — 9) —cosd 


tan(360” — 9) — —tand 


Gambar di bawah ini akan membantu kita untuk mengingat sifat-sifat di atas: 


Grafik Fungsi Trigonometri 


293 
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The Graph of Sine Function The Graph of Cosine Function 


-3602 -1800 | 1892 3602 . 3602 | - 1802 1802 | 3602 


Fungsi sing & cos@ memiliki periode 360. 


The Graph of Tangent Function 


- 180 - 902 f 902 1802 


Fungsi tan 0 memiliki periode 180”. 
Solusi Umum untuk Persamaan Trigonometri 


e x-a41k.3600 atau xy —a4k.27 


» x0 -(t809 —a)1k.3600 atau xo -(7-@)tk2x 
dimana k bilangan bulat 


sinx—sina 


dimana k bilangan bulat 


tanx-tanal — " X5axk1800 atau x-a4k.7 
dimana k bilangan bulat 


Contoh 1: 

Buktikan identitas Pan en - SecO-#-tan0 dimana secd-tan0-0. 
secd-tand 

Pembahasan: 


Perhatikan bahwa kita sama saja membuktikan bahwa 
1 


Ba 13 
secd-tand 

—.  — 
secd-tand 


-sec”' O-tan? 0-1. (Terbukti) 


(sec@--tan 9): 


(sec9-tan 0): — (secO-#tan 9)(secO-tan 0) 
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Contoh 2: 
Tentukan semua nilai x yang memenuhi tan x—1 
Pembahasan: 


tan x—-1 Stan x- tan 459 
x—45? 4k.180? untuk k suatu bilangan bulat. 


LATIHAN 1A 
1. Tentukan nilai eksak dari (i) seoiz (ii) cal - "hk 


2. Diketahui sinA — £ dimana A sudut lancip dan cos B- 5 dimana B sudut 


tumpul, tentukan nilai dari (i) sec A (ii) cot A (iii) cot B 
3. a. Nyatakan 3tan?0-sec9 dalam bentuk secd 
b. Selesaikan persamaan 3tan29-sec0-1 10s0s2n 
4. (CIE, Oct/Nov 2002, P1/A Level) 
a. Tunjukkan bahwa persamaan 3tan 0- 2cos0 dapat dinyatakan sebagai 
2sin' 943sing-2-0 
b. Selesaikan persamaan 3tan9-2cos0, 0? x 9 « 360? 
5, (CIE, May/June 2003, P1/A Level) 
Tentukan semua nilai x dalam interval 08 « x «1809 yang memenuhi persamaan 
sin3x4-2cos3x—0. 


6. Buktikan bahwa S8S0-1 tang 


2 dimana tan0 - 0. 
tang secO--1 
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Rumus-Rumus Trigonometri 
A. Jumlah/Selisih Dua Sudut 
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E. Menyatakan Bentuk acosx #-bsin x menjadik cos (x- a) 
Bentuk acos x 4 bsinx dalam bentuk kcos(x-a). 


Dimana, k — Ya? 4b? dan tana -2 


Letak « pada suatu kuadran dapat ditentukan dengan melihat tabel berikut: 


4 4 Kuadran I 

- 4 Kuadran II 

- - Kuadran III 

4 - Kuadran IV 
Contoh 3: 


(OSP 2011) Jika | tan? aa if tan: &X 
2 2 


maka sin2x—... 
Pembahasan: 


Kita memakai konsep tan 2a — 


Perhatikan bahwa: 


IP tan? 4 sae 13 tan 


2». .X PN 2X 2011 
tan sama) O-tar sara el -tan :)- 2 naa 


2201 LNG 3 an—— 


201 


2 X 2 X 
i-tan i-tan 
| 5201 sI 52009 


IG tan2 “- 


— 29 NO 3 3 an—— 


22010 


1-tan? £ - 2/3 tan£ 
tan? 2 Js248tang 
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— 200 IG tan 


sa0Ta 


X 
92009 
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2.3 tan& 


1-— 2. /3tanx 


i-tan2 4 
2 


Sehingga, tan x —- BL “). Dari persamaan ") kita peroleh x — 300 


J3 
Jadi, sin2x — sin60? -— 28. 


Contoh 4: 
(OSK 2010) Nilai x yang memenuhi 0x x« 7 dan 


1 ” 2010 X X X 
ye -2 J2 cos 5 COS ata COS 52010 


sir sar) 


Pembahasan: 


. 1. 
sin x cos Na sin2x. 


aa SA LNG ann X Icosi £ L...cos 2 
in x 2 4 2 
22010 
... COSI " si Za 
22010 22010 


” »2008 Xx . X 
1-2 “2 cod S Jood 31 a03) 


Sehingga kita peroleh 1- v2 sinx & sinx-sin? 


1 22010 /5 cos | cod 


Maka x-Z atau Pe 
4 4 


Jadi, nilai x yang memenuhi adalah X5 atau x— 3 


Contoh 5: 
a. Nilai dari sin75? adalah ... 


b. Nilai dari cos 158 adalah ... 
Cc. Jika tan40 — p maka tentukan nilai dari tan 490 dinyatakan dalam p. 
Pembahasan: 
a. sin750 -— sinus? 1300 )- sin459 cos30” 4cos45? sin30” 
1 1 1 1 
2 52.352. 
- 116 1 J2). 


b. cos15? — cos(60? —459 I- cos60” cos45? 4 sin60? sin45? 
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11-A1ri 
21 Isa 3 
52215 v3 


12 16) 


Cc. tan49? — tantas 240) tan45? 4tan40 .1-p 


1-tan4580 tan4? 1-p 


LATIHAN 1B 
1. (OSK, 2013) Banyaknya nilai a dengan 0 xa « 90? yang memenuhi persamaan 


(“1 4# cos a) (“4 # cos 2x) (G1 # cos 4a) — £ adalah ... 


2. (AMC12 1999) Misalkan x bilangan real sedemikian sehingga sec x — tan x — 2. 
Hitunglah sec x # tan x. 

3. Misalkan 08 « 9 « 45”. Susunlah bentuk berikut dalam urutan menurun (dari 
yang besar ke kecil) 
(tam dy On — Tian Dj Ph — teotdy S3 — (ootd) 

4. Hitunglah nilai berikut tanpa kalkulator 
a. sin 5, COS Ta) tan — 

b. cos (X) — sin'(Z) 

C. cos 36? — cos72” 

d. sin10” sin509 sin 709 

(AMC12 2002) Tunjukkan bahwa vVsin?x #4 cos?x — Vcos'x #4 sin?x — cos 2x. 

Hitunglah nilai dari (1 — cot23?) (1 # cot 227). 


Tentukan semua nilai x e (0, 7) yang memenuhi persamaan 

Misalkan f, 2) — " (sintx 4 cos'x) untuk k — 1,2,3,.... 

Buktikan bahwa f(x) — f(x) — —. 

9. (AMC12 1999) Dalam segitiga ABC, 3sin A # 4cosB — 6 dan 4sinB #3cosA —1. 
Tentukan ukuran LC. 

10. Buktikan bahwa tan3a —tan2a —tana —tan3atan2atana untuk semua a # T 

dimana k e Z. 


11. Misalkan a, b, c, d bilangan yang ada dalam interval (0, x| sedemikian sehingga 
sina #7sinb — 4 (sinc #2sind) cos(a-d) 7 


Ae na 


sinx cosx 


et 


cosa #7cosb — 4 (cosc#-2cosd)' Buktikan bahwa cos(b-c) 2 


12. (AMC12 2002) Diketahui (1 #tan19)(1 #-tan2”)4 #-tan39) 4 --#tan450 — 2", 
tentukan nilai n. 


LATIHAN 1C 
1. (OSP 2009) Jika tanx -tany —25 dan cot x--cot y— 30, maka tan (X4 y) adalah 


2. (OSP 2009) Jika x4, Xo,..., Xopog bilangan real, maka nilai terkecil dari 
COS X4 SIN Xo #COS X5 SINX3 4... #COS XoppgSin X4 adalah ... 
3. (OSK 2008) Jika sina--sinb- 32 dan cos a4cos b- 216, maka 


sinfaw b)-.... 
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2 


2 
4. (OSK 2007) Untuk setiap bilangan real x berlaku 21 X1C0S X.| 
SINX -SeCx 


.secx #sinx 
secx — sinx 
cos x H- cscx 
. COSX — CSCX 
e. cosx #-sinx 
5. (OSK 2005) Nilai sin? 759 —cos? 75? -... 
6. (IMO, Seleksi Awal Hongkong/2000) Andaikan tana & tang adalah akar-akar 


dari x? «1x4 2 —0. Hitunglah 
sin (at P)#-asina #B)cosla # B)4- 2 cos” (a-4 B). 


Oo cu 


2. GARIS 
Pada waktu di SMP, kalian telah mempelajari materi tentang garis lurus. Konsep garis 
ini banyak digunakan dalam soal-soal kompetisi matematika Nasional maupun 
Internasional. Dalam buku ini, akana dibahas tentang gradien garis dan menyusun 
persamaan garis. Untuk topik menentukan titik koordinat garis dan melukis garis 
singgung diserahkan kepada pembaca untuk mereview secara mandiri. 


A. Gradien Garis 
Definisi: 
Gradien suatu garis adalah tingkat kemiringan suatu garis. Dengan kata lain untuk 
menentukan besarnya suatu gradien garis dengan cara menghitung perbandingan 
antara perubahan ordinat dengan perubahan absis dua titik sebarang yang 
terletak pada garis tersebut. 


Perhitungan Gradien: 
Y  Gradien garis yang melalui dua titik A(xa, ya) & B(xs, yp) adalah 2 — 2222 


Xa-Xp” 


“Persamaan garis y - mx #c , mempunyai gradien m. 

“Persamaan garis ax #by #c — 0, mempunyai gradien - 

v  Gradien garis lurus yang membentuk sudut 8 terhadap sumbu X positif 
adalah tan P. 


Sifat-Sifat Gradien: 

v Jika garis sejajar dengan sumbu-x maka nilai gradiennya adalah nol. 

v Jika garis sejajar dengan sumbu-y maka garis tersebut tidakmemiliki 
gradien. 

v Setiap garis yang sejajar memiliki gradien yang sama. 

“Hasil kali antara dua gradien dari garis yang saling tegak lurus adalah -—1. 


B. Menyusun Persamaan Garis Lurus 
“ Persamaan garis lurus yang melalui suatu titik A(x,, y,) dan bergradien m 
adalah y — y, - m(x —x3). 
“ Persamaan garis lurus yang melalui dua titik A(x,,y1) & B(x», y2) adalah 


”-Y1 — X-—Xi1 


”2—V1 X2—X1 


Ba Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


Contoh 1: 
(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2009) 
a. Suatu garis mempunyai persamaan 6x #3y — 21 — 0. Berapakah gradien 
garis tersebut? 
b. Suatu garis mempunyai gradien 3, melalui titik (1,0) dan (5,c). Berapakah 
nilai dari c? 
Pembahasan: 
a. Kita tulis 6x #3y — 21 — 0 dalam bentuk 3y — —6x #21 & y- —2x #7 
Jadi, gradienya adalah -2 
b. Karena gradien garisnya adalah 3, maka — — 3. Sehingga c —12 


Contoh 2: 
(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/1998) Dua garis saling tegak 
lurus berpotongan pada titik (0, b) dan masing- 

masing garis memotong sumbu X di -2 dan 8. y 

Tentukan semua kemungkinan dari b. 
Pembahasan: 

Jika dua garis saling tegak lurus maka perkalian 
gradiennya sama dengan -1. 

Sehingga ag 2 —ei 


2 
bh? 516, b— 44. 


Contoh 3: 

(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2011) Titik (a,2) merupakan 
titik perpotongan dari garis y — 2x —4 & y — x #k. Tentukan nilai dari k. 
Pembahasan: 

Karena (a,2) titik perpotongan garis y — 2x —4 & y —x #k., maka koordinat 
titik perpotongan tersebut memenuhi kedua persamaan garis. 

Dengan menggunakan persamaan pertama, 2 —2a-4, a-3. 

Karena koordinat titik perpotongannya (3,2), maka kita substitusikan ke 
persamaan kedua, 2 — 3 #k, k- -1. 


LATIHAN 2 
1. (Canadian Mathematics Competition: Euclid 
Contest/2010) Segitiga ABC dibatasi oleh garis B 
ySXx42,y— —5x #2, & sb — x. Tentukan luas 
daerah segitiga ABC. 
gILIg A— 2 x 
y 


- 90 -— 


(Canadian Mathematics Competition: Euclid 
Contest/2009) Titik (k,k) terletak pada ruas 410,4) 
garis AB seperti ditunjukkan pada gambar. » 
Tentukan nilai dari k. Oo 

B(8,—4) 
(Canadian Mathematics Competition: Euclid 
Contest/2008) Garis ax # y — 30 dan x # ay — k berpotongan pada titik P (6,12). 
Tentukan nilai dari k. 
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(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2007) 

a. Jika titik (a—1, a#1) terletak pada garis y — 2x — 3, berapakah nilai dari a? 
b. Pada gambar berikut, suatu garis digambar 
melalui titik P, O, dan R. Jika PO — OR, 

berapakah koordinat titik R? 


c. Pada gambar berikut, OA — 15,0P — 9,dan PB — 4. y 
Tentukan persamaan garis yang melalui titik A dan " 
B. 
OP Bo 


(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2006) 

a. Berapakah jumlah dari absis titik potong dengan sumbu x dan ordinat titik 
potong dengan sumbu y dari persamaan garis 3x — 3y — 24? 

b. Jika garis px — 12 dan 2x -gy —10 Te Sana y 
berpotongan pada (1,1), berapakah nilai dari 
ptag? 

Cc. Pada gambar berikut, garis x #- 2y — 12 
memotong garis y — —x & y — x berturut- 
turut pada titik A dan B. Berapakah panjang 
ruas garis AB? 


xt-2y 12 


(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2002) Suatu garis disebut 
CONCURRENT jika mereka melalui titik yang sama. Garis y — 2x #3, y — 8x # 
15,&y — 5x #b adalah concurrent. Berapakah nilai dari b? 

(Canadian Mathematics Competition: Euclid Contest/2000) Garis y — ax # c 
sejajar terhadap garis y — 2x dan melalui titik (1,5). Berapakah nilai dari c? 
(OSP 2012) Diberikan jajar genjang Haa: Tuk Ll pada AB sedemikian sehingga 


— — 0,017 dan titik N pada AD sehingga “5 — 5 —, Misalkan AC NMN — P, maka 
Ac. “— 2009 


an Bagian Pertama, 2003) Suatu garis melalui titik (m,-9) dan (7,m) dengan 
kemiringan m. Berapakah nilai m? 

(OSP, Bagian Pertama, 2003) Suatu garis vertikal membagi segitiga dengan titik 
sudut (0,0), (1,10, dan (9,1) menjadi daerah dengan luas yang sama. Apakah 
persamaan garis tersebut? 

(OSK, 2006) Sebuah garis I, mempunyai kemiringan -2 dan melalui titik (p,-3). 
Sebuah garis lainnya L,, tegak lurus terhadap 1, di titik (a,b) dan melalui titik 
(6,p). Bila dinyatakan dalam p, maka a-.... 

(OSK, 2006 Tipel) Sebuah persegi panjang mempunyai titik-titik sudut dengan 
koordinat(3,1), (6,1), (3,5), dan (6,5). Garis g melalui titik pusat koordinat dan 
membagi persegi panjang tersebut menjadi dua bagian yang luasnya sama. 
Kemiringan garis g adalah ... 

(OSP, 2007, Bagian Pertama) Titik P terletak di kuadran I pada garis y — x. Titik 
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O terletak pada garis y — 2x demikian sehingga PO tegak lurus terhadap garis 
y—x dan PO — 2. Maka koordinat 0 adalah ... 

14. (OSP, 2007, Bagian Pertama) Absis titik potong garis 1 dengan sumbu-x dan 
ordinat titik potong I dengan sumbu-y adalah bilangan-bilangan prima. Jika 1 
juga melalui titik (3,4), persamaan 1 adalah ... 

15. (OSP, 2008, Bagian Pertama) Dalam bidang XOY, banyaknya garis yang 
memotong sumbu X di titik dengan absis bilangan prima dan memotong sumbu Y 
di titik dengan ordinat bilangan bulat positif serta melalui titik (4, 3) adalah ---- 


3. SEGITIGA 
A. Definisi Segitiga 
Segitiga adalah bangun datar yang memilik tiga sisi dan tiga sudut di dalamnya. 
Simbol untuk segitiga adalah A. Suatu segitiga dinamai dengan tiga huruf pada 
titik sudutnya. Pada gambar di bawah ini merupakan segitiga ABC. 
Cc 


2 


Gambar 1 


B. Sifat-Sifat Segitiga 
Jumlah Ukuran Sudut dari Segitiga 


Untuk simbol ukuran sudut A dalam buku ini kita gunakan simbol LA. 

Pada gambar 1 di atas, maka kita peroleh ZA- ZB4- 1C-180”. 

Contoh 1: 

Pada segitiga ABC, diketahui 1A-40? & 4B-60”. Tentukan ukuran sudut C. 
Pembahasan: 

Karena LA4 184 C-180”, maka 1C-180” —(LA4 ZB)-180” —1000 -809 


Sudut Luar dari Segitiga (Exterior Angle) 
Sudut ini dibuat dengan memperpanjang salah satu sisi segitiga. Untuk lebih 
jelasnya perhatikan gambar berikut. 


Gambar 2 
Dari gambar di atas, maka sudut 4 atau sudut BCD adalah sudut luar segitiga 
ABC. Dan besarnya sudut luar BCD adalah A-B atau 114.£2. Atau secara 


umum, perhatikan teorema berikut: 
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Contoh 2: 

Pada gambar 2 di atas, diketahui 11-309 & 12-100”, tentukan .Z4. 
Pembahasan: 

Karena 4 adalah sudut luar segitiga ABC, 14 - 1112-30” 11009 -1300. 


Jenis-Jenis Segitiga 
Jenis Segitiga Berdasarkan Ukuran Sisinya 
v Segitiga Sama Sisi (Eguilateral Triangle) 
Suatu segitiga dimana semua sisinya ukuranya sama. 


AN 


v Segitiga Sama Kaki (Isosceles Triangle) 
Suatu segitiga yang memiliki sedikitnya dua sisi yang mempunyai ukuran 
yang sama. 


Aa 


v Segitiga Sebarang (Scalene Triangle) 
Suatu segitiga dimana ketiga sisinya ukuran berbeda. 


Xx 


Jenis Segitiga Berdasarkan Ukuran Sudutnya 
v Segitiga Siku-Siku (Right Triangle) 
Suatu segitiga yang memiliki sudut siku-siku pada sudut dalamnya. 


-. 


v Segitiga Tumpul (Obtuse Triangle) 
Suatu segitiga yang memiliki sudut tumpul pada sudut dalamnya. 


ha 


v Segitiga Lancip (Acute Triangle) 
Suatu segitiga yang memiliki kesemua ukuran sudut dalamnya adalah sudut 
lancip. 
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acute triangle 


HAN 3A-C 

(OSK, 2005, Bagian Pertama) Pada gambar di samping, a, b, c, d, dan e 
berturut-turut menyatakan besar sudut pada titik-titik ujung bintang lima 
yang terletak pada suatu lingkaran. Jumlah a-b-c4-d-e- 


a. 1359 d. 360? 
b. 180” e. tidak dapat ditentukan dengan pasti 
C. 270” 
(OSP, 2005, Bagian Pertama) Jika AB - AM 
AC, AD - BD dan besar sudut DAC - 39, 
maka besar sudut BAD adalah .... 
P3 Cc 


D 


(OSP, 2006, Bagian Pertama) Dari titik o ditarik dua setengah garis (sinar) L, 
dan IL, yang membentuk sudut lancip a. Titik-titik berbeda A,,A3,As terletak 
pada I,, sedangkan titik-titik A2, A4, Ac terletak di I,. Jika 

A1 Ao5ApA35A3A45A4O—OA-—A-As-—A,A:, maka a sama dengan aa 

(OSK, 2007) Pada segitiga PAR samasisi diberikan titik-titik S dan T yang 
terletak berturut-turut pada sisi AR dan PR demikian rupa, sehingga 

ZSPR — 40”,ZTOR — 35”. Jika titik X adalah perpotongan garis-garis PS dan 
Ot, maka LSAT — --. 

(OSK, 2010) Diberikan segitiga ABC, AB - AC. Jika titik P diantara A dan B 
sedemikian rupa sehingga AP — PC — CB, maka besarnya sudut A adalah 
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D. Teorema Sinus & Cosinus 


— 95 — 


Diketahui segitiga ABC, panjang sisi BC, CA, AB berturut-turut dinotasikan dengan 
a, b, dan c. 


Aturan Sinus: 


a 


Dalam segitiga ABC, — 5 ———-— 
ja sinA sinB sin 


a2 -b2 402 -2bc cos A 


b2 -a? tc? —2ac cos B 
c2 -a2 1h2 -2abcosC 


Contoh 1: 

(OSK, Bagian Kedua/2002) Pada suatu segitiga ABC, sudut C tiga kali besar sudut 
A dan sudut B dua kali besar sudut A. Berapakah perbandingan (rasio) antara 
panjang AB dengan BC? 

Pembahasan: 

#U SA GRS2A Ar) 

Dalam segitiga berlaku ZA - ZB # ZC — 1808 () 

Dari (“) dan (“X), maka 14-30 & L1C—909 


Dengan menggunakan aturan sinus pada segitiga ABC: 
AB BC AB” singo 2 
sinZC ” sinZA' BC” sin300 


Contoh 2: 
(OSK, Bagian Kedua/2003) Segitiga ABC adalah segitiga samasisi dengan 
panjang sisi 1 satuan.Melalui B dibuat garis yang tegak lurus BC. Garis tersebut 
berpotongan dengan perpanjangan garis AC di titik D. Berapakah panjang BD? 
Pembahasan: D 
Karena segitiga ABC adalah sama sisi, maka LCBA — 605. 
Hal ini berakibat LABD — 305. 

v LBAD — 1809 — LBAC — 120” A 

v ZBDA — 180” — 309 — 120” — 30 1 
Alternatif 1: 
Dengan menggunakan aturan sinus pada segitiga ABD: 

BD AB BD 1 


sinZBAD  sinZBDA sin1200” sin 300 


BD — V3 


Alternatif 2: 

Perhatikan bahwa segitiga ABD segitiga sama kaki dengan AD - AB - 1. 
Dengan menggunakan aturan cosinus pada segitiag ABD: 

BD? — AD? 4 AB? — 2. AD. AB cos ZBAD 
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BD 5V12412—2.11.c0s1200 
BD — (2 — 2 —) — V3. 


LATIHAN 3D 

1. (OSK, 2013) Misalkan P adalah titik interior dalam daerah segitiga ABC 
sehingga ZPAB — 10”, ZPBA — 20”, ZPCA — 309, & ZPAC — 40”. Besar 
ZABC adalah ... 

2. (OSP, 2013) Misalkan M adalah titik tengah sisi BC pada segitiga ABC dan 
ZCAB — 450, ZABC — 300, maka tanZAMC adalah ... 

3. (OSP, 2013) Diberikan segitiga ABC, AB - 20, AC — 21, dan BC -29. Titik D 
dan E terletak pada segmen BC, sehingga BD — 8 dan EC - 9. Besarnya 
sudut DAE sama dengan .... 

4. (OSP, 2008, Bagian Pertama) Diberikan segitiga ABC, dengan BC — a, AC - 
b dan LC - 60”. Jika : — 2-3 , maka besarnya sudut B adalah ----- 


5. (OSP, 2008, Bagian Pertama/OSP 2010) Diberikan segitiga ABC, dengan BC 
— 5, AC — 12, dan AB — 13. Titik D dan E berturut-turut pada AB dan AC 
sedemikian rupa sehingga DE membagi segitiga ABC menjadi dua bagian 
dengan luas yang sama. Panjang minimum DE adalah ---- 

6. (OSP, 2008, Bagian Pertama) Diberikan segitiga ABC dengan sisi-sisi a, b, 
dan c. Nilai a 4 b. 4 c sama dengan 16 kali luas segitiga ABC. Besarnya 
nilai ctg A 4 ctg B 4 ctg C adalah ----- 


7. (OSK, 2009, Tipe 1) Diberikan segitiga ABC tumpul (ABC - 90”, AD dan AE 
membagi sudut BAC sama besar. Panjang segmen garis BD, DE dan EC 
berturut-turut adalah 2, 3, dan 6. Panjang terpendek dari sisi segitiga ABC 
adalah :--:.. 

8. (OSK, 2010) Suatu segitiga ABC, dimana AB, BC dan CA berturut-turut 
memiliki panjang 7, 8, 9. Jika D merupakan titik tinggi dari B, tentukan 
panjang AD. 

9.  (OSP, 2010, Bagian Pertama) Pada segitiga ABC dimisalkan a, b, dan c 
berturut-turut merupakan panjang sisi BC, CA, dan AB. Jika Hn — — 
Maka nilai Dan ma adalah .... 


OS2A-4cos2B 
10. (OSP, 2010, Bagian Pertama) Jika a, b, dan c menyatakan panjang sisi-sisi 
suatu segitiga yang memenuhi (a #b # c)la #b —c) - 3ab, maka besar 
sudut yang menghadapi sisi dengan panjang c adalah ------ 


E. Teorema Ceva, Menelaus, & Stewart 
Sebelum kita bahas tentang Dalil menelaus, kita bahas dahulu teorema tentang 
perbandungan luas: 
Teorema 


Dari terorema di atas, maka berikut ilustrasi gambarnya: 
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Contoh 1: 
Misalkan P titik di dalam segitiga ABC, sinar garis AP, BP, CP memotong sisi BC, 


CA, AB berturut-turut di titik D, E, dan F. Buktikan bahwa "DP, PE, PP. 


AD BE CF 


Pembahasan: 
PD PE PF (PBcC| laPc| (aBP| IaBci| 
4 4 — 4 4 - - 
AD BE cF laBc| laBc| ja8c| lasc| 
Kita sekarang akan membahas dua teorema penting (convers nya) dalam 
geometri dasar, yakni merupakan alat yang luar biasa untuk membuktikan 
tentang titik-titik yang kolinear dan garis-garis yang konkuren. 
Teorema Ceva 


Misalkan segitiga ABC da yi 
pada BC, CA, dan AB. Jika AD, B 
pada satu titik P), maka 


AF BD CE 


FB DC EA 


7 Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


Teorema Kebalikan/Convers Ceva 


Misalkan segitiga ABC dai 
pada BC, CA, dan AB. Jika : 


FB “Dc in 
konkuren (yakni, bertemu pada satu titik P), 


pisdaleka Menelaus 


Misalkan mi ABC dan D, E, 
FB DC EA 


(Untuk bukti, dalil stewart gunakan konsep aturan kosinus) 

Contoh 2: 

(IMO, 1982-5) Diagonal AC dan CE dari segi enam beraturan ABCDEF dibagi 
berturut-turut oleh titik M dan N (M & N di dalam segi enam), sehingga 


2 — en —r. Tentukan r jika B, M, N segaris. 
AC CE 
Pembahasan: 
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Ne 


F E 


Hubungkan BE yang memotong AC di P. Dengan menggunakan teorema 
menelaus pada segitiga CPE dan garis BMN, kita peroleh: 


Perhatikan bahwa: 


“ CM A-r 2-2 ,.. 1 1 PB A1 
— — : PB — AB LZLABP —— AB —-—BE aa 
U YP era (i) “ 2G TO BE 4 
2 
sa Pi —1 
Ng) ———S— 
U NC r 
Na Na oa 2-2r 1 1-r | . 
Substitusikan (i), (ii), (ii) ke (“), Aa —1. Sehingga kita peroleh 
3 
Contoh 3: 


Gambar berikut merupakan segiempat konvek ABCD. Garis DA dan CB 
berpotongan di K, garis AB dan DC berpotongan di L, garis AC dan KL 
berpotongan di G, garis DB dan KL berpotongan di F. Buktikan bahwa 


KL KG 
FL GL 
Pembahasan: 
Dengan menggunakan teorema ceva untuk segitiga DKL dan titik B, kita 
peroleh: 
AK FL CD 
Dengan menggunakan teorema Menelaus untuk segitiga DKL dan garis ACG, 
kita peroleh: 
DA KG LC — (Fx) 
AK GL CD 
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KL KG 


Bagilah (“) oleh (“X), kit leh — 
agilah (“) oleh (“x), kita perole Ea 


F. Garis-Garis pada Segitiga 
Ada empat garis yang akan di bahas di buku ini: 
a. Garis Tinggi 


Merupakan ruas garis yang ditarik dari salah satu titik sudut segitiga dan 
memotong tegak lurus sisi dihadapannya. 


Perhatikan gambar segitiga ABC berikut: 


Misalkan ta, ty, dan tc berturut-turut menyatakan garis tinggi segitiga ABC 
yang ditarik dari titik A, B, dan C. Ada dua hal yang dapat kita bahas tetang 
garis tinggi pada segitiga ABC. 


o Ketiga garis tingc 


o Misalkan t, garis Enggi maka 2 
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b. Garis Berat 
Merupakan ruas garis dari yang ditarik dari titik sudut ke titik tengah sisi 
dihadapannya. Setiap segitiga memeilliki tiga garis berat/median. Perhatikan 
gambar berikut: 


Titik E titik tengah BC. Jadi, BE — EC sehingga AE garis berat segitiga ABC. 


Sifat-sifat garis berat 


berat. Misalkan titik su 
B(xo, y2), C(x3, y3 ), maka I 


adalah E tX9 tX3 Yi ny 2 
3 3 


Misalkan garis berat segitiga ABC (AK, BL, CM) berpotong 
titik Z, maka AZ :ZK -BZ:ZL-CZ:ZM—2:1 


Dengan menggunakan dalil stewart, maka kita dapat menentukan panjang 
garis berat. Perhatikan segitiga ABC di atas dimna AE adalah garis berat atau 
kita simbolkan dengan z.. 


2 -1p1102-1 A2, 
e, 2 4 


c. Garis Bagi 
Merupakan ruas garis yang ditarik dari salah satu titik sudut dan membagi 
sudut tersebut menjadi dua bagian yang sama besar. 


AN 
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Sifat-sifat garis 2 


AD? - bc -BD.DC 
Misalkan segitiga ABC dan garis bagi dibuat da 
memotong perpanjangan sisi BC di D (Gambar gl 
berlaku: 
D 


2 
b 


km —.—..m— 


B D Cc D ja 8 g C 
Gambar gb1 Ana 


LATIHAN 3F 


Te 


(OSP, 2004, Bagian Pertama/OSK 2010) Diberikan segitiga ABC dengan 
perbandingan panjang sisi AC : CB - 3 : 4. Garis bagi sudut luar C 
memotong perpanjangan BA di P (titik A terletak di antara titik-titik P dan B). 
Tentukan perbandingan panjang PA : AB. 

(OSP, 2006, Bagian Pertama) Pada segitiga ABC, garis bagi sudut A 
memotong sisi BC di titik D. Jika AB - AD - 2 dan BD - 1, maka CD -.... 
(OSP, 2006, Bagian Pertama) Pada segitiga ABC, garis-garis berat dari titik 
sudut B dan titik sudut C saling berpotongan tegak lurus. Nilai minimum 

ctg A4 ctg C adalah..... 

(OSK, 2007) Pada segitiga ABC yang siku-siku di C, AE dan BF adalah garis- 


2 2 
garis berat (median). Maka Pa 2 


(OSK, 2008) Segitiga ABC sama kaki, yaitu AB - AC, dan memiliki keliling 32. 
Jika panjang garis tinggi dari A adalah 8, maka panjang AC adalah 

(OSP, 2008) Dua dari panjang garis tinggi segitiga ABC lancip, berturut-turut 
sama dengan 4 dan 12. Jika panjang garis tinggi yang ketiga dari segitiga 
tersebut merupakan bilangan bulat, maka panjang maksimum garis tinggi 
segitiga tersebut adalah ----- 
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7. (OSK, 2009, Tipe 1)Diketahui ABC adalah segitiga siku-siku di A dengan AB - 
30 cm dan AC - 40 cm. Misalkan AD adalah garis tinggi dari dan E adalah 
titik tengah AD. Nilai dari BE - CE adalah ----... 

8. (OSP, 2009, Bagian Pertama) Diberikan segitiga dengan panjang dari ketiga 
garis tinggi segitiga itu merupakan bilangan bulat. Jika panjang kedua garis 
tingginya adalah 10 dan 6, maka panjang maksimum garis tinggi ketiga 
adalah :-:--:-. 

9. (OSP, 2011) Diberikan segitiga samakaki ABC dengan AB — AC. Misalkan 
garis bagi sudut ABC memotong AC di titik D sehingga BC - BD - AD. Besar 
sudut CAB adalah ---- 


G. Kekongruenan & Kesebangunan Segitiga 
Kekongruenan Pada Segitiga 


Dua segitiga disebut kongrue 


ukurannya sama. 


Dalam geometri, kekongruenan segitiga sangat penting dan alat dasar untuk 
membuktikan kesamaan relasi atau ketaksamaan relasi dari dua element 
geometri. (contoh: dua ruas garis, dua sudut, jumlah dua sisi, selisih dua sudut, 
dil). 


Kriteria Dasar untuk Dua segitiga yang Kongruen 


.. Dua sisi dan ang 
.: Satu sisi dan dua sudut yar 
didepannya sama. 
.: Ketiga sisinya sama. 
.: Satu sisi dan dua sudut pada sisi itu sama. 


Untuk dua segitiga sik 

syarat: 

o S.A.: Satu sisi dan satu sudutnya lancip ada 
o S.S.: Kedua sisinya sama. 


Kesebangunan Pada Segitiga 


Dua segitiga disebut sebangu 
segitiga kongruen setelah memperbesar atau memper 


dari salah satu segitiga dengan rasio yang sama. 
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Kriteria Dasar untuk Dua segitiga yang Sebangun 


o BA? -AD.AC 
o BD? -DADC 


Contoh 1: 


Perhatikan gambar di bawah ini, Diketahui segitiga ABC, AB-AC, D pada AB dan E 
pada perpanjangan AC sedemikian hingga BD-CE. Ruas garis DE memotong BC 
pada G. Buktikan bahwa DG-GE. 

Pembahasan: 
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Dari titik D buat garis sehingga memotong BC di F dan DFI/AE, Maka 


ZFDG — ZCEG, ZDGF —- LEGC. 

Karena, LBFD — £BCA- £DBF, kita peroleh: 
DF- DB- CE. 

Sehingga, ADFGs MECG (A. AS) 

Jadi, DG-GE. (terbukti). 


Contoh 2: 

(CHINA/1992) Dalam segitiga samasisi ABC, titik D dan E berturut-turut pada AC 
dan AB, sedemikian sehingga BD dan CE berpotongan di P, dan luas dari 
segiempat ADPE sama dengan luas segitiga BPC. Tentukan LBPE. 
Pembahasan: 

Dari titik E dan D tarik garis berturut-turut memotong AC di F dan BC di G 
sehingga EF L AC dan DGLBC. 


B G Cc 
Dari kondisi yang diketahui bahwa |ADPE|- (BPC|, maka ini berakibat: 
lacE|- |cBo)|. 
Karena AC-BC, maka EF-DG. Karena ZA- ZC, maka AMEF zACDG (AS), 
sehingga kita peroleh AE-CD. Berdasarkan aturan (S.A.S), maka AAEC - ACDB. 
Jadi, ZDBC - ZECD, sehingga 
ZBPE — ZPBC - ZPCB- £PCD4 ZPCB - 609. 


Contoh 3: 

(MOSCOW/1972) Dalam segitiga ABC, AD, BE berturut-turut adalah medians/garis 
berat pada BC, AC. Jika CAD - ZCBE-30”, buktikan bahwa segitiga ABC sama 
Sisi. 

Pembahasan: 

Berdasarkan (A.A.A), maka AADC - ABEC sehingga kita peroleh: 
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AC DC 2DC BC 
BC EC 2EC AC' 
AC? -BC?, AC-BC. 


Dalam segitiga BEC, ZBEC - 30”, EC - 5 BC, 


». ZBEC -909, 1C-609 
”. AABC sama sisi. (terbukti) 


LATIHAN 3G 

1. (OSK, Tipe 3/2012) Diberikan suatu persegi panjang ABCD dan titik H berada 
pada diagonal AC sehingga DH tegak lurus AC. Jika panjang AD-15 cm, DC-20 
cm, maka panjang HB adalah ... 

2. (OSK, Tipe 1, 2, 3/2012) Diberikan segitiga siku-siku ABC, dengan AB sebagai sisi 
miringnya. Jika keliling dan luasnya berturut-turut 624 dan 6864. Panjang sisi 
miring segitiga tersebut adalah ... 

3. (OSK, Bagian Kedua/2002) Garis AB dan CD sejajar dan berjarak 4 satuan. 
Misalkan AD memotong BC di titik P diantara kedua garis. Jika AB —- 4 dan CD - 
12, berapa jauh P dari garis CD? 

4. (OSP 2012) Pada segitiga ABC titik D terletak pada garis BC. Panjang BC — 3, 
BD- 1, ZABC — 309, & ZADC — 45. Panjang AC -..... 

5. (OSP 2012) Diberikan segitiga ABC, dengan panjang AB sama dengan dua kali 
panjang AC. Misalkan D dan E berturut-turut pada ruas garis AB dan BC, sehingga 
BAE — ZACD. Jika F — AEn CD dan CEF merupakan segitiga sama sisi, maka 
besar sudut dari segitiga ABC adalah ... 

6. (OSP, 2007, Bagian Pertama) Diberikan segitiga ABC siku-siku di A, titik D pada 
AC dan titik F pada BC. Jika AF 1 BC dan BD —- DC —- FC —1, makaAC-..... 


H. Luas Segitiga & Aplikasinya 


Rumus Dasar untuk Luas Segitiga 
Luas dari segitiga UVW dinotasikan (UVW|. 


CA-b, AB-c dan h4,hp,he berturut-turut tinggi pada BC, CA, A 


(Rumus Heron), Untuk segitiga. 


dimana s - Has bwc) 
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(Rumus Mak Jntuk segitiga AB( 
jaBcI-- ab ino» Taosing- bos A 


Sifat-Sifat Luas Segitiga 


o Untuk masing 
segitiga dan h tinggi p 
sebarang dua segitiga sa 
Untuk dua segitiga yang memil 
dengan rasio dari tinggi masing-masi 
masing. 
Untuk dua segitiga dengan tinggi yang sama, maka ra 
dengan rasio masing-masing alasnya. 
Jika dua segitiga mempunyai sepasang sudut yang sama, maka rasio 
luasnya sama dengan rasio perkalian dari dua sisi dari sudut yang sama 
tadi. 


Contoh 1: 

(SMO/1988) Andaikan luas segitiga ABC - 10 cm?, AD 
- 2 cm, DB- 3 cm dan luas segitiga ABE sama dengan 
luas segiempat DBEF. Maka luas segitiga ABE sama 
dengan .... 

Pembahasan: 

Hubungkan DE. Karena |ABE|- (DBEFI, kita peroleh 


lapE|- |aBe|-lose|- (osEF|-losel- (FDE| 


. Ac | DE, 

. CE:EB- AD:DB-2:3. 
IasE| B2 3 
“la8c| Bc 5' 

» (ABE|- 2 |ABC|- 6. 

Contoh 2: 


Pada gambar di samping ini, ABCD adalah segi 
empat konveks. Tentukan posisi titik M pada ruas 
garis BC sehingga AM membagi ABCD menjadi 
dua bagian yang luasnya sama. 

Pembahasan: 

Dari titik D buat garis, ED | AC sehingga DE 


memotong perpanjangan BC di E. Maka (DAC|- |EAC| -.|ABCD|- (EABI 
Sekarang buat titik M di tengah ruas garis BE, maka 
|aBM|- (AEM|- #Iascpi — |AMCD| 


Contoh 3: 
Maa Tg! 2 ABC memilki panjang Sisi AB - - 10, BC - 7, dan Bea — ra 
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terbentuk memiliki luas berapa kali luas segitiga ABC? 
Pembahasan: 
Misal luas segitiga semula dan akhir berturut-turut (ABC) & JA'B'c'1. 


1 
(ABC) — 7: ab sin ZC 


1 1 
LA'B'C' 1 — 5 Ba)(3b) sinZC —9 5 0 sinZC — 9.|ABC| 
Jadi, perbandingan luas segitiga akhir dengan luas segitiga semula adalah 9. 


LATIHAN 3H 

1. (OSK, 2013) Diberikan segitiga ABC 46f44#f'fuas 10. Titik-titik D, E, dan F 
berturut-turut terletak pada sisi-sisi AB, BC, dan CA dengan AD - 2, DB - 3. Jika 
segitiga ABE dan segiempat DBEF mempunyai luas yang sama, maka luasnya 
sama dengan .... 

2. (OSP, 2013) Diberikan tiga lingkaran dengan radius r-2, yang saling 
bersinggungan. Total luas dari ketiga lingkaran tersebut berikut daerah yang 
dibatasinya sama dengan .... 

3. (OSK, Tipe 3/2011) Diketahui segitiga ABC, titik D dan E berturut-turut pada sisi 


AB dan AC, dengan panjang AD - 28D dan AE-— ice. Garis BE dan CD 


berpotongan di titik F. Diketahui luas segitiga ABC adalah 90 cm?. Luas segiempat 
ADEF adalah .... 

4. (OSK, Tipe 1/2012) Diketahui segitiga ABC sama kaki dengan panjang AB — AC — 
3,BC — 2, titik D pada sisi AC dengan panjang AD — 1. Tentukan luas segitiga 
ABD. 

5. (OSP, 2011) Pada gambar di bawah ini, panjang AE — x, EC — y, & DC -— 2BD. 
Perbandingan panjang BF dan FE dinyatakan dalam x dan y adalah .... 


B D 


6. (OSK, 2010) AB, BC, dan CA memiliki panjang 7, 8, 9 berturut-turut. Jika D 
merupakan titik tinggi dari B, tentukan panjang AD. 

7. (OSP, 2009) Diberikan segitiga ABC dengan tan £ CAB - 2 Melalui titik sudut A 
ditarik garis tinggi sedemikian rupa sehingga membagi sisi BC menjadi segmen- 
segmen dengan panjang 3 dan 17. Luas segitiga ABC adalah ... 

8. (OSP, 2008) Diberikan segitiga ABC, AD tegak lurus BC sedemikian rupa sehingga 
DC-2 dan BD-3. Jika /BAC -45”, maka luas segitiga ABC adalah .... 

9. (OSP, 2008) Diketahui AD adalah garis tinggi dari segitiga ABC, 4 DAB- LACD) 
AD —6, BD —8. Luas segitiga ABC adalah ... 

10. (OSK, 2007) Keliling sebuah segitiga adalah 8.Jika panjang sisi-sisinya adalah 
bilangan bulat,maka luas segitiga tersebut sama dengan.... 

11. (OSK, 2006) Pada segitiga ABC, titik F membagi sisi AC dalam perbandingan 1 : 2. 
Misalkan G titik tengah BF dan E titik perpotongan antara sisi BC dengan AG. 
Maka titik E membagi sisi BC dalam perbandingan .... 


aU — Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


12. (OSK, 2006) Pada segitiga ABC yang tumpul di C, titik M adalah titik tengah AB. 
Melalui titik C dibuat garis tegak lurus pada BC yang memotong AB di titik E. Dari 
M ditarik garis memotong BC tegak lurus di D. Jika luas segitiga ABC adalah 54 
satuan luas, maka luas segitiga BED adalah .... 

13. (OSK, 2004, Bagian Pertama) Segitiga dengan panjang sisi 6 dan 8 memiliki luas 
terbesar jika sisi ketiganya memiliki panjang .... 


a. 6 d.12 
b. 8 e. 15 
c. 10 


14. (OSK, 2004, Bagian Kedua) Luas sebuah segitiga siku-siku adalah 5. Panjang sisi 
miring segitiga ini adalah 5. Maka keliling segitiga tersebut adalah .... 
15. (OSK, 2009, Tipel) Titik E terletak di dalam persegi ABCD sedemikian rupa 


sehingga ABE adalah segitiga sama sisi. Jika panjang AB - V1--v3 dan F titik 
potong antara diagonal BD dengan segmen garis AE, maka luas segitiga ABF 
sama dengan -:--- 

16. (OSP, 2005) Keliling sebuah segitiga samasisi adalah p. Misalkan O adalah 
sebuah titik di dalam segitiga tersebut. Jika jumlah jarak dari O ke ketiga 
sisi segitiga adalah s, maka, dinyatakan dalam s, p- ::-: 

17. (OSP, 2004) Pada sisi-sisi SU, TS, dan UT dari segitiga STU dipilih titik-titik P,O, 


dan R berturut-turut sehingga SP — isu, TO Is, dan UR - dur. Jika luas 


segitiga STU adalah 1, berapakah luas segitiga POR? 

18. (OSP, 2003) Dalam sebuah segitiga ABC siku-siku sama kaki, dibuat persegi 
PORS sebagai berikut : Titik P pada sisi AB, titik O pada sisi AC, sedangkan 
titik-titik R dan S pada sisi miring BC. Jika luas segitiga ABC adalah x, berapakah 
luas persegi PORS ? 

19. (OSP, 2002) Sebuah segitiga samasisi, sebuah lingkaran, dan sebuah persegi 
memiliki keliling yang sama. Di antara ketiga bangun tersebut, manakah yang 
memiliki luas terbesar? 

20. (OSP, 2005, Bagian Pertama) Keliling sebuah segitiga samasisi adalah p. Misalkan 
0 adalah sebuah titik di dalam segitiga tersebut. Jika jumlah jarak dari 0 ketiga 
sisi segitiga adalah 2, maka, dinyatakan dalam s, p -..... 

21. (OSP, 2007, Bagian Pertama) Panjang sisi miring sebuah segitiga siku-siku sama 
dengan dua kali panjang sisi terpendeknya, sedangkan panjang sisi ketiga 1 
satuan panjang lebih panjang dari panjang sisi terpendeknya. Luas segitiga itu 
adalah .... satuan luas. 

22. (OSP, 2008, Bagian Pertama) Diberikan segitiga ABC, AD tegak lurus BC 
sedemikian rupa sehingga DC — 2 dan BD — 3. Jika ZBAC - 45”, maka luas 
segitiga ABC adalah ------ 

23. (OSP, 2008, Bagian Pertama) Diketahui AD adalah garis tinggi dari segitiga ABC, 
ZDAB - ZACD, AD - 6, BD - 8. Luas segitiga ABC adalah ---- 

24. (OSP, 2009, Bagian Pertama) Diberikan segitiga ABC dengan tan ZCAB - Z, 
Melalui titik sudut A ditarik garis tinggi sedemikian rupa sehingga membagi sisi BC 
menjadi segmen-segmen dengan panjang 3 dan 17. Luas segitiga ABC adalah 


I. KETAKSAMAAN SEGITIGA 
Dalam suatu segitiga berlaku sifat berikut: 
“Jumlah dua sisi dari suatu segitiga selalu lebih panjang dibandingkan sisi ketiga” 
Misalkan ABC suatu segitiga dengan panjang sisi berturut-turut a,b, dan c. Maka 
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berdasarkan sifat di atas berlaku: 
v a4tb5c 
v atcbb 
v b#-cda 


Contoh 1: 
Tentukan semua nilai bilangan bulat positif n sehingga ukuran 5, 6, dan n— 4 
merupakan sisi-sisi suatu segitiga 
Pembahasan: 
“ Misalkan 5 sisi yang terpanjang maka 5 «64-n—4,n»53 
Selain itu n —4&5 sehingg n & 9. 
Nilai n yang memenuhi adalah 4, 5, 6, 7,8, 9. 
v“ Misalkan 6 sisi yang terpanjang maka 6 «5 4#-n—4, n2»55 
Selain itu n—4&X 6, nsS10 
Nilai n yang memenuhi adalah 6, 7, 8, 9, 10 
v“ Misalkan n-4 sisi yang terpanjang makan —4 « 6#5, n«d 7 
Selain itu n —4 26 & n—4255, makan 210 
Tidak ada nilai n yang memenuhi. 
Jadi, nilai yang memenuhi kondisi pada soal adalah 4,5,6,7,8,9,10 


LATIHAN 31 

1. (OSK, Tipe 1/2012) Diberikan segitiga ABC dengan sisi-sisi: AB — x #1, BC — 
4x —2, & CA —7 — x. Tentukan nilai dari x sehingga segitiga ABC merupakan 
segitiga sama kaki. 

2. (OSK 2007) Keliling sebuah segitiga adalah 8. Jika panjang sisi-sisinya adalah 
bilangan bulat, maka luas segitiga tersebut sama dengan ..... 

3. Diketahui segitiga ABC dan titik D titik tengah BC. 
Buktikan bahwa AD « ? (AB # AC) 


4. (OSP, 2005, Bagian Kedua) Panjang ketiga sisi a, b, c dengan a X b £ c, sebuah 
segitiga siku-siku adalah bilangan bulat. Tentukan semua barisan (a,b,c) agar 
nilai keliling dan nilai luas segitiga tersebut sama. 

5. (OSP, 2009, Bagian Pertama) Banyaknya segitiga tumpul dengan sisi bilangan asli 
yang memiliki sisi-sisi terpanjang 10 adalah -.... 

(Catatan : dua segitiga kongruen dianggap sama) 


4. SEGIEMPAT 
Pada waktu kalian di SMP dahulu telah mempelajari tentang segiempat. Dalam buku 
ini akan direview lagi definisi dan sifat-sifatnya. Adapun yang akan dibahas di buku ini 
adalah Persegi panjang, Persegi, Jajar genjang, Belah ketupat, Layang-layang, dan 


Trapesium. 
a) Persegi Panjang 
Definisi: 


Persegi panjang adalah bangun datar segi empat yang memiliki dua pasang 
sisi sejajar dan salah satu sudutnya siku-siku. 
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Sifat-Sifat: 

Suatu persegi panjang memiliki sifat-sifat berikut: 

» Mempunyai empat sisi, dengan sepasang sisi yang berhadapan sama 
panjang dan sejajar. 
Dari gambar maka AB II DC & AD II BC: AB — DC & AD — BC. 

» Memiliki dua diagonal, dimana kedua diagonalnya sama panjang dan 
saling membagi dua sama besar. 
Dari gambar maka AC — AB: DP — PB:AP — PC. 

» Memiliki empat sudut, dimana keempat sudutnya sama besar dan 
merupakan sudut siku-siku. 
Dari gambar maka Z4 —-ZB —ZC —1D — 908. 

» Dapat menempati bingkainya kembali dengan empat cara. 


Luas & Keliling: 

Misalkan panjang dan lebar suatu persegi panjang ABCD berturut-turut 
p5 AB 5CD:I—AD —BC 

» Luas: JABCD| —p.l 

» Keliling: K —-2p-1) 


b) Persegi 
Definisi: 
Persegi adalah suatu persegi panjang yang keempat sisinya sama panjang. 


Sifat-Sifat: 
Suatu persegi memiliki sifat-sifat berikut: 
» Mempunyai empat sisi yang sama panjang. 
Dari gambar maka AB — BC —- CD —-DA 
» Sepasang sisi yang berhadapan sejajar. 
Dari gambar maka AB II DC & AD || BC . 
» Memiliki dua diagonal, dimana kedua diagonalnya sama panjang dan 
saling membagi dua sama besar serta berpotongan tegak lurus. 
Dari gambar maka AC — AB: DP — PB: AP — PC, AB L AC (ZAPC — 909). 
» Memiliki empat sudut, dimana keempat sudutnya sama besar dan 
merupakan sudut siku-siku. 
Dari gambar maka Z4 -ZB —ZC —1D — 905. 
» Dapat menempati bingkainya kembali dengan delapan cara. 


Luas & Keliling: 

Misalkan panjang sisi suatu persegi ABCD, s —- AB —- CD — AD — BC 
» Luas: JABCD| —s.s 55? 

» Keliling: K — 4s 


c) Jajar Genjang 
Definisi: 
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Jajar genjang adalah segiempat yang setiap pasang sisinya yang 
berhadapan sejajar dan sama panjang. 


Sdn 


D Cc 


Sifat-Sifat: 

Suatu jajar genjang memiliki sifat-sifat berikut: 

» Mempunyai empat sisi, dengan sepasang sisi yang berhadapan sama 
panjang dan sejajar. 
Dari gambar maka AD — BC & DC — AB, AD I BC & DC || AB. 

» Memiliki dua diagonal, dimana kedua diagonalnya sama panjang dan 
saling membagi dua sama besar. 
Dari gambar maka AC — DB:A0 — OC & D0 — OB. 

» Memiliki empat sudut, dimana sudut-sudut yang berhadapan sama 
besar. 
Dari gambar maka ZA —ZC &ZD — ZB. 

» Jumlah pasangan sudut yang saling berdekatan adalah 1808. 
Dari gambar maka ZA #ZB —ZB #ZC —-ZC #ZD —1D #14 — 1805. 

» Dapat menempati bingkainya dengan tepat setelah diputar setengah 
putaran pada titik potong diagonalnya. 


Luas & Keliling: B 
Dari gambar disamping, maka 
»  Luasjajar genjang: JABCDJ — a.t b b 
» Keliling jajar genjang: K — 2(a # b) 
D z O 
Belah Ketupat 
Definisi: 
Belah ketupat adalah Jajar genjang yang keempat sisinya sama panjang. 
C 
D B 
Sifat-Sifat: 


Suatu belah ketupat memiliki sifat-sifat berikut: 

» Mempunyai empat sisi, dimana keempatnya sama panjang. 
Dari gambar maka AD — DC —- CB — BA. 

» Dua sisi yang berhadapan sejajar. 
Dari gambar maka AD || BC & DC Il AB. 

» Memiliki dua diagonal, dimana kedua diagonalnya saling membagi dua 
sama besar dan berpotongan tegak lurus. 
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Dari gambar maka 40 — OC & D0 — OB & DB L AC. 

» Diagonal-diagonalnya merupakan sumbu simetri. 

» Sudut yang berhadapan sama besar dan dibagi dua sama besar oleh 
diagonalnya. 
Dari gambar maka 4D — LB & ZA — LC: ZCDO — ZAD0O,ZDCO — ZBCO, 
ZCBO — ZABO,ZBA0 — ZDA0. 


» Dapat menempati bingkainya dengan empat cara. 


Luas & Keliling: 

Dari gambar di atas, misalkan d, — AC ,d, — DB, &a — AB —-BC —-CD —-DA 
» Luas belah ketupat: (ABCD| — 5d,.d, 

» Keliling belah ketupat: K — 4a 


e) Layang-Layang 
Definisi: 
Layang-layang adalah segiempat dengan tepat dua pasang sisi-sisi yang 
berdekatan sama panjang. 


A 


Sifat-Sifat: 
Suatu layang-layang memiliki sifat-sifat berikut: 
» Terdapat dua pasang sisi yang sama panjang 
Dari gambar maka AD — AB & DC — CB. 
» Terdapat sepasang sudut-sudut yang berhadapan sama besar. 
Dari gambar maka ZADC — ZABC. 
» Salah satu diagonalnya merupakan sumbu simetri, yakni diagonal AC. 
» Salah satu diagonalnya membagi dua sama panjang dan saling tegak 
lurus 
Dari gambar maka AC membagi DB dua sama panjang dan AC tegak 
lurus AB, yakni AC L DB (-CPB — 90”): DP — PB. 
» Dapat menempati bingkainya dengan dua cara. 


Luas & Keliling: 

Dari gambar di atas, misalkan d, — AC ,d, - DB, a—- AB — AD, b—-CD- 
CB 

» Luas layang-layang: (ABCD| — -d,.d, 

» Keliling layang-layang: K — 2(a# b) 


f) Trapesium 
Definisi: 
Trapesium adalah segiempat yang tepat mempunyai sepasang sisi yang 
sejajar. 
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Sifat-Sifat: 

Suatu trapesium memiliki sifat-sifat berikut: 

» Terdapat sepasang sisi yang berhadapan sejajar. 
Dari gambar maka AB II DC. 

» Jumlah sudut yang berdekatan di antara dua sisi sejajar pada 
trapesium adalah 1808. 
Dari gambar maka ZBAD # ZCDA — 180? & LDCB # ZABC — 1809. 


Luas & Keliling: D b Cc 
Dari gambar di samping, maka 
» Luas trapesium: (ABCDI — #(a #b).t d c 
» Keliling trapesium: K —at-c#-b-t#d 
A' Ke B 
LATIHAN 4 
1. (OSK, 2008) Pada trapesium ABCD, sisi AB sejajar sisi DC dan rasio luas segitiga 


un e 


ABC terhadap luas segitiga ACD adalah 1/3. Jika E dan F berturut-turut adalah 
titik tengah BC dan DA, maka rasio luas ABEF terhadap luas EFDC adalah ... 
(OSK, 2005, Bagian Kedua) Diberikan dua buah persegi, A dan B, dimana luas 
A adalah separuh dari luas B. Jika keliling B adalah 20 cm, maka keliling A, 
dalam centimeter, adalah 

(OSK, 2005, Bagian Kedua) Diketahui bahwa segiempat ABCD memiliki 
pasangan sisi yang sejajar. Segiempat tersebut memiliki tepat satu sumbu 
simetri lipat jika ia berbentuk ... 

(OSK, 2006 Tipel) Pada kubus satuan ABCD.EFGH, titik S adalah titik tengah 
rusuk FG. Panjang lintasan terpendek pada permukaan kubus dari A ke S adalah 
(OSK, 2006 Tipe1) Tutup sebuah kotak mempunyai luas 120 cm?, sisi depan 
mempunyai luas 96 cm?, dan sisi samping mempunyai luas 80 cm?. Tinggi kotak 
tersebut, dalam cm adalah .... 

(OSK, 2007) Sepotong kawat dipotong menjadi 2 bagian, dengan perbandingan 
panjang 3:2. Masing-masing bagian kemudian dibentuk menjadi sebuah persegi. 
Perbandingan luas kedua persegi adalah ... 

(OSK, 2007) Diketahui empat titik pada bidang dengan koordinat A(1,0), 
B(2008,2007), C(2007,2007), D(0,0). Luas jajar genjang ABCD sama dengan .... 
(OSK, 2008) Pada trapesium ABCD, sisi AB sejajar sisi DC dan rasio luas segitiga 
ABC terhadap luas segitiga ACD adalah 1/3. Jika E dan F berturut-turut adalah 
titik tengah BC dan DA, maka rasio luas ABEF terhadap luas EFDC adalah 

(OSK, 2008) Kubus ABCDEFGH dipotong oleh bidang yang melalui diagonal HF, 


membentuk sudut 30” terhadap diagonal EG dan memotong rusuk AE di P. Jika 
panjang rusuk kubus adalah 1 satuan, maka panjang ruas AP adalah ------- 
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. (OSK, 2009, Tipe1) Diberikan persegi ABCD dengan panjang sisi 10. Misalkan E 


pada AB dan F pada BD dengan AE - FB - 5. Misalkan P adalah titik potong CE 
dan AF. Luas DFPC adalah ------... 


. (OSK, 2010) Pada sebuah persegi panjang berukuran 25 x 20 akan dibuat persegi 


sehingga menutupi seluruh bagian persegi panjang tersebut. Berapa banyak 
persegi yang mungkin dapat dibuat ? 
(Catatan: panjang sisi-sisi persegi merupakan bilangan asli) 


. (OSK, 2011, Tipe1) Diketahui segitiga ABC, titik D dan E berturut-turut pada sisi 


AB dan AC, dengan panjang AD — -BD dan AE — :CE. Garis BE dan CD 


berpotongan di titik F. Diketahui luas segitiga ABC - 90 cm? maka luas segiempat 
ADFE adalah .... 


. (OSK, 2011,Tipe 3) Diketahui segi empat konveks ABCD) titik-titik P, @, R, dan S 


berturut-turut pada sisi AB, BC, CD, dan DA. Tentukan nilai dari k sedemikian 
sehingga & — ag - C5 —k 1 dan luas dari PARS - 5296 dari luas ABCD. 


. (OSP, 2003, Bagian Kedua) Titik-titik P dan @ berturut-turut adalah titik tengah 


rusuk AE dan CG pada kubus ABCD.EFGH. Jika panjang rusuk kubus adalah 1 
satuan, tentukan luas segi-empat DPFA@. 


. (OSP, 2004, Bagian Pertama) Ketika menghitung volume sebuah tabung, Dina 


melakukan kesalahan. la memasukkan diameter alas ke dalam rumus 
volume tabung, padahal seharusnya jari-jari alas yang dimasukkan. 
Berapakah rasio hasil perhitungan Dinas terhadap hasil yang seharusnya ? 


. (OSP, 2004, Bagian Pertama) Pada sebuah trapesium dengan tinggi 4, kedua 


diagonalnya saling tegak lurus. Jika salah satu dari diagonal tersebut panjangnya 
5. Berapakah luas trapesium tersebut? 


. (OSP, 2003, Bagian Pertama) Titik P terletak di dalam persegi ABCD sedemikian 


rupa, sehingga AP: BP: CP -1:2:3. Berapakah besar sudut APB? 


. (OSP, 2005, Bagian Pertama) Misalkan ABCD adalah sebuah trapesium dengan 


BCIIAD. Titik-titik P dan R berturut-turut adalah titik tengah sisi AB dan CD. Titik @ 
terletak pada sisi BC sehingga BA: AC —- 3: 1, sedangkan titik S terletak pada 
sisi AD sehingga AS : SD - 1 : 3. Maka rasio luas segiempat PARS terhadap luas 
trapesium ABCD adalah .... 


. (OSP, 2005, Bagian Pertama) Misalkan ABCD adalah limas segitiga beraturan, 


yaitu bangun ruang bersisi empat yang berbentuk segitiga samasisi. Misalkan S 
adalah titik tengah rusuk AB dan T titik tengah rusuk CD. Jika panjang rusuk 
ABCD adalah 1 satuan panjang, maka panjang ST adalah .... 


. (OSP, 2006, Bagian Pertama) Pada trapesium ABCD, sisi AB sejajar dengan DC. 


Sebuah lingkaran yang menyinggung keempat sisi trapesium dapat dibuat. Jika 
AB - 75 dan DC - 40, maka keliling trapesium ABCD -..... 


. (OSP, 2006, Bagian Pertama) Luas sisi-sisi sebuah balok adalah 486, 486, 


243,243, 162, 162. Volume balok tersebut adalah ... 


. (OSP, 2007, Bagian Pertama) Dona menyusun lima buah persegi yang kongruen 


menjadi sebuah bangun datar. Tidak ada persegi yang menindih persegi lainnya. 
Jika luas bangun yang diperoleh Dona adalah 245 cm', keliling bangun tersebut 
paling sedikit adalah .... cm. 

(OSP, 2007, Bagian Pertama) Sebuah kubus berukuran 5 x 5 x 5 disusun dari 
125 kubus satuan. Permukaan kubus besar lalu dicat. Rasio sisi (permukaan) ke- 
125 kubus satuan yang dicat terhadap yang tidak dicat adalah --- 

(OSP, 2013) Diberikan bujursangkar dengan panjang sisi sama dengan 2v3. 
Didalam bujursangkar tersebut terdapat dua segitiga sama sisi dengan alas 
merupakan sisi-sisi bujursangkar yang berhadapan. Perpotongan kedua segitiga 
sama sisi membentuk rhombus. Luas rhombus (belah ketupat) sama dengan ... 
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5, SEGI n-BERATURAN 
Sebuah segi-n beraturan (n»3) dapat dibuat dari segitiga sama kaki yang kongruen 
sebnyak n. Karenanya, luas segi-n beraturan adalah n kali luas segitiga sama kaki, 
yaitu: L-nLp. 


Sifat-sifat Segi- n beraturan 
o Besar sudut pusat pad, 
o Besar sudut pada kaki tiap segitiga , ? - gO0 


o Besar sudut tiap sisi, 0 - 22 -180 


0. 3600 
n 


LATIHAN 5 

1. (OSK, Tipe 2/2012) Diberikan segi-100 beraturan dengan panjang sisi 1 satuan. 
Jika S menyatakan himpunan semua nilai yang mungkin dari panjang diagonal- 
diagonal segi-100 tersebut maka banyak anggota S adalah ... 

2. (OSK, Tipe 2/2012) Diketahui bahwa besar tiap sudut dari segi-n beraturan adalah 
179,990. Jika keliling dari segi-n tersebut adalah 36 satuan maka panjang sisinya 
adalah .... satuan. 

3. (OSK,2004, Bagian Pertama) Pada sebuah segi-6 beraturan, rasio panjang antara 
diagonal terpendek terhadap diagonal terpanjang adalah .... 


a. 1:3 d.2:3 
b. 1:2 e. 3 : 2 
Cc. 3 


4. (OSP, 2005, Bagian Pertama) Sebuah segienam beraturan dan sebuah segitiga 
sama sisi mempunyai keliling yang sama. Jika luas segitiga adalah V3, maka luas 
segienam adalah ... 


6. LINGKARAN 
A. Titik Kuasa (Power Point) 


Teorema 
Diketahui suatu lingkaran dan sebuah t 


memotong lingkaran di dua titik A dan B ika gang | 
lingkaran, maka A-B). Maka hasil kali PA x PB bernilai tetap, tidak 
bergantung oleh garis yang dibuat. 
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Sekarang kita gunakan notasi yang sama dengan notasi pada teorema di atas. 
Misalkan O dan r berturut-turut sebuah pusat dan jari-jari suatu lingkaran. 
Perhatikan garis yang melalui O dan P yang memotong lingkaran di dua titik R 
dan S. Nilai (OP -r)(OP « r)- OP? -r? disebut kuasa titik P terhadap 
lingkaran tersebut. Jika P berada di dalam lingkaran, maka kuasanya negatif, 


jika P di luar lingkaran, maka kuasanya positif, jika P pada lingkaran, maka 
kuasanya nol. 


KN 
A B 


Terkait dengan teorema sebelumnya, jika P berada di luar atau pada lingkaran, 
maka 


PA PB - PR. PS - (OP -r)(OP #r)- OP? —r? 


Hal ini sama dengan kuasa P terhadap lingkaran tersebut dan jika P di dalam 
lingkaran, maka 


PA.PB- PR. PS -(r-OP)(rtOP)-r? -0p? 
Hal ini sama dengan -1 kali kuasa P terhadap lingkaran tersebut. 


B. Lingkaran Dalam & Lingkaran Luar Segitiga 


Dimana 
r — panjang jari-jari lingkaran dalam segitiga 
a, b, € - panjang sisi-sisi segitiga 


s-5latbto) 
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Jari-Jari li 
abc 


R—— 7 atau R 
Dima 
R — panjang jari-jari lingkar 
a, b, c — panjang sisi-sisi segitiga 


s-5latbto) 


Perluasan dari Aturan Sinus 
a b c 


sinA sinB sinc 


Dimana 

L : Luas segitiga ABC 

S: Setengah keliling segitiga ABC 

ra: Panjang jari-jari lingkaran singgung luar yang menyinggur 

rp: Panjang jari-jari lingkaran singgung luar yang menyinggung sisi 

rc: Panjang jari-jari lingkaran singgung luar yang menyinggung sisi AB 


Teorema Berkaitan dengan Sudut pada Lingkaran 


Sudut kelilin tu lin 

yang menghad busur 

Sudut-sudut keliling yang 

besar 

Sudut keliling yang menghadap setengah lingkarai 
Pena sudut-sudut yang berhadapan pada segiempat ta 
180 


Segi Empat Tali Busur (beserta sifat-sifatnya) & Dalil Ptolomeus 

Segiempat tali busur adalah segi empat yang keempat titik sudutnya ada pada 
suatu lingkaran. 

Sifat-sifat Sa Smpsua Tali Busur 
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(Teorema Talibusur) Jika ( ) a 
yang diagonal-diagonalnya berpotongan | 
PC. PB - PA. PD 


(Teorema Secant) Jika CB dan AD adalat 
diagonal-diagonalnya berputanan di p di h luar lingkar: 
PC. PB — PA. PD 
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LATIHAN 6: 


1. 


ma 5 


(OSK, 2013) Diberikan segitiga lancip ABC dengan O sebagai pusat lingkaran 
luarnya. Misalkan M dan N berturut-turut pertengahan OA dan BC. Jika 
ZABC —410MN dan ZACB — 6ZO0MN, maka besarnya Z0MN sama dengan 


(OSK, Tipe 3/2012) Diberikan suatu lingkaran dengan titik pusat O dan 
diameter AB. Titik-titik D dan C adalah titik pada lingkaran sehingga AD sejajar 
OC. Jika besar Z0AD — 42”, maka besar L0CD adalah ... 

(OSK, Tipe 1, 2, 3/2012) Diberikan suatu lingkaran dengan diameter AB-30. 
Melalui A dan B berturut-turut ditarik tali busur AD dan BE. Perpanjangan AD 
dan BE berpotongan di titik C. Jika AC - 3 AD dan BC - 4BE, maka luas 
segitiga ABC adalah .... 

(OSK, Tipe 1, 2, 372012) Diberikan segitiga ABC dengan keliling 3 dan jumlah 
kuadrat sisi-sisinya sama dengan 5. Jika jari-jari lingkaran luarnya sama 
dengan 1, maka jumlah ketiga garis tinggi dari segitiga ABC tersebut adalah ... 
(OSK, Tipe 2/2012) Diberikan segitiga siku-siku ABC dengan AB — 3,AC — 
4, & BC — 5. Serta D merupakan titik tengah BC. Jika r&s berturut-turut 
menyatakan panjang jari-jari lingkaran dalam segitiga ABD dan ADC maka nilai 


dari ! 4 ! adalah ... 
Tr Ss 


(OSK, Tipe 1/2012) N lingkaran digambar pada sebuah bidang datar 
sedemikian sehingga terdapat enam titik dimana keenam titik tersebut terdapat 
pada paling sedikit tiga lingkaran. Berapa N terkecil yang memenuhi kondisi 
tersebut? 


(OSK, Bagian Kedua/2002) Suatu persegi panjang berukuran 8 kali 2/2 
mempunyai titik pusat yang sama dengan suatu lingkaran berjari-jari 2. 
Berapakah luas daerah irisan antara persegi panjang dan lingkaran tersebut? 
(OSK, 2003, Bagian Pertama) Di dalam suatu lingkaran L: berjari-jari 1 dan 
berpusat di titik asal dilukis suatu lingkaran L, yang bersinggungan dengan 
lingkaran L, dan dengan sumbu-x dan sumbu-y positif. Jari-jari lingkaran Lz 
adalah? 


a. 1/8 d. 1/2 
b. 2/5 AP 
c. “21 


(OSK, 2004, Bagian Kedua) Jika luas segitiga ABC sama dengan kelilingnya, 
maka jari-jari lingkaran dalam segitiga ABC adalah .... 

(OSK, 2007) Sebuah lingkaran berjari-jari 1. Luas maksimal segitiga samasisi 
yang dapat dimuat di dalam lingkaran adalah ... 

(OSK, 2008) Lingkaran T merupakan lingkaran luar bagi segitiga ABC dan 
lingkaran dalam bagi segitiga PAR. Jika ABC dan PAR keduanya segitiga 
samasisi, maka rasio keliling segitiga ABC terhadap keliling segitiga PAR 
adalah ... 

(OSK, 2009, Tipe 1) Banyaknya segitiga siku-siku yang kelilingnya 2009 dan sisi- 
sisinya bilangan bulat serta jari-jari lingkaran dalamnya juga bilangan bulat 
adalah ::-----. 

(OSK, 2009, Tipe 2) Misalkan pada suatu segitiga ABC, r menyatakan panjang 
jari-jari lingkaran dalamnya, ra menyatakan panjang jari-jari lingkaran singgung 
luar yang menyinggung sisi BC, ry, menyatakan panjang jari-jari lingkaran 
singgung luar yang menyinggung sisi CA, dan re menyatakan panjang jari-jari 
lingkaran singgung luar yang menyinggung sisi AB. Jika r-1, ri-2, rp-3, dan 
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rc-6, maka panjang jari-jari lingkaran luarnya adalah .... 

14. (OSK, 2010) Diketahui segitiga ABC siku-siku di A, dan pada masing-masing sisi 
dibuat setengah lingkaran ke arah keluar. Jika luas setengah lingkaran pada sisi 
AB dan AC adalah 396 dan 1100, berturut-turut, maka luas setengah lingkaran 
pada sisi BC adalah ? 

15. (OSK, 2011,Tipe 3) Keliling suatu segitiga adalah 5 dan jumlah kuadrat sisi- 
sisinya adalah 17. Jika jari-jari lingkaran luar segitiga itu adalah 2, maka jumlah 
ketiga tinggi segitiga itu adalah ------- 

16. (OSP 2012) Misalkan O dan I berturut-turut menyatakan titik pusat lingkaran 
luar dan titik pusat lingkaran dalam pada segitiga dengan panjang sisi 3, 4, dan 
5. Panjang dari Ol adalah .... 

17. (OSP 2012) Diberikan dua lingkaran I, dan T, yang berpotongan di dua titik 
yaitu A dan B dengan AB - 10. Ruas garis yang menghubungkan titik pusat 
kedua lingkaran memotong lingkaran T, dan T, masing-masing di P dan @. Jika 
PA -3 dan jari-jari lingkaran I, adalah 13, maka jari-jari lingkaran IT, adalah .... 


18. (OSP, 2002) Sebuah saluran air seharusnya dibuat dengan menggunakan pipa 
berdiameter 10 cm. Akan tetapi yang tersedia hanyalah pipa-pipa kecil yang 
berdiameter 3 cm. Supaya kapsitas saluran tidak lebih kecil daripada yang 
diinginkan, berapakah banyaknya pipa 3 cm yang perlu dipakai sebagai 
pengganti satu pipa 10 cm? 

19. (OSP, 2003, Bagian Pertama) Sebuah bola 
dengan jari-jari r ditendang dari B ke A. Bola 
tersebut menggelinding sebanyak tepat 10 
putaran sebelum membentur bidang miring dan 
berhenti. Berapakah jarak dari B ke A? 


(eh 


B A 


20. (OSP, 2003, Bagian Pertama) Suatu lingkaran mempunyai diameter AB yang 
panjangnya merupakan bilangan bulat 2-angka. Tali busur CD tegak lurus pada 
AB dan memotong AB di titik H. Panjang CD sama dengan bilangan yang 
diperoleh dengan menukar letak kedua angka dari panjang AB. Jika jarak dari 
H ke pusat lingkaran merupakan bilangan rasional, berapakah panjang AB? 

21. (OSP, 2004, Bagian Pertama) Santi dan Tini berlari sepanjang sebuah lintasan 
yang berbentuk lingkaran. Keduanya mulai berlari pada saat yang sama dari 
titik P, tetapi mengambil arah berlawanan. Santi berlari : kali lebih cepat 


daripada Tini. Jika PG adalah garis tengah lingkaran lintasan dan keduanya 
berpapasan untuk pertama kalinya di titik R, berapa derajatkah besar LRPO? 

22. (OSP, 2005, Bagian Kedua) Panjang sisi terbesar pada segiempat talibusur 
ABCD adalah 1, sedangkan jari-jari lingkaran luar segitiga ACD adalah 1. 
Tentukan nilai terkecil yang mungkin bagi a. Segiempat ABCD yang bagaimana 
yang memberikan nilai a sama dengan nilai terkecil tersebut? 

23. (OSP, 2009, Bagian Pertama) Diketahui segitiga siku-siku ABC dengan 
panjang sisi-sisinya a, b, dan c sertaa « b « c. Misalkan r dan R berturut-turut 
menyatakan panjang jari-jari lingkaran dalam dan lingkaran luarnya. Jika 
Hernia — J3, maka nilai dari aa adalah ... 

24. (OSP, 2010) Dua lingkaran (tidak sama besar) bersinggungan di luar. Titik A 
dan A, terletak pada lingkaran kecil: sedangkan B dan B, pada lingkaran besar. 


Garis PAB dan PA,B,, merupakan garis singgung persekutuan dari kedua 


lingkaran tersebut. Jika PA —- AB — 4, maka luas lingkaran kecil adalah ---- 
25. (OSP, 2011) Misalkan T lingkaran luar segitiga ABC. Talibusur AD adalah garis 
bagi sudut BAC yang memotong BC di titik L. Talibusur DK tegaklurus pada AC 
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dan memotongnya di titik M. Jika “- — 5, maka perbandingan £- - ..- 


26. (OSP, 2011) Misalkan ABC suatu segitiga dan P titik di dalam segitiga. Misalkan 
D, E, F berturut-turut titik di sisi-sisi BC, CA, AB sedemikian sehingga PD 
tegaklurus BC, PE tegaklurus CA dan PF tegaklurus AB. Jika segitiga DEF sama 


sisi dan ZAPB — 70”, maka ZACB — ---.. 


7. MASS POINT 


A. Pendahuluan 

“Mass Points” merupakan suatu metode/teknik untuk menghitung 
perbandingan antara panjang dari ruas garis yang dibuat oleh cevians dan 
transversal dari suatu segitiga. Pertanyaan-pertanyaan dalam Kompetisi 
Matematika baik dalam negeri/luar negeri yang dapat diselesaikan dengan 
metode “Mass Points” juga dapat diselesaikan dengan konsep vektor maupun 
perbandingan luas. 

Akan tetapi menyelesaikan suatu pertanyaan dengan metode “Mass Points” 
akan diperoleh cara/proses yang lebih sederhana dan proses mencari solusi 
juga lebih cepat. Hal ini, berarti metode ini sangat penting sebagai alat untuk 
menyelesaikan setiap masalah-masalah matematika dalam suatu kompetisi yang 
menuntut kecepatan yang tinggi dalam menyelesaikan masalah yang 
bersangkutan. 

Beberapa kompetisi Internasional yang soal-soalnya dapat diselesaikan 
dengan konsep “Mass points” antara lain The New York City Intercholastics 
Mathematics League (NYCIML), American Regions Mathematics League 
(ARML), American High School Mathematics Examination (AHSME), American 
Invitational Mathematics Examination (AIME). 


B. Definisi 
Definisi 1: 
“Mass Points” merupakan himpunan bilangan bulat positif n (sebagai 
bobot/massa), dan titik P dalam suatu bidang atau ruang. Simbol “mass points” 
adalah (n, P) dan kadang-kadang ditulis juga dalam bentuk nP. 


Definisi 2: 
Dua “Mass Points” (a, A) dan (b, B) dikatakan sama jika dan hanya jika a - b 
dan A-B. 


Definisi 3: 

Jumlah dari dua “Mass Points” (a, A) dan (b, B) adalah suatu “Mass Points” 
berbentuk (2 4 b, C), dimana C merupakan titik pada ruas garis AB dan AC : CB 
-b: a. Jumlah dari (a, A) dan (b, B) kadang-kadang disebut “Centroid” atau “ 
Centre of Mass”. 


Definisi 3: 
Diketahui suatu “Mass Points” (n, P) dan suatu scalar m - 0, kita definisikan 
perkalian suatu “Mass Points” dengan bilangan real positif: mln, P) - (mn, P). 


C.  Sifat-Sifat Dasar dalam “Mass Points” 
1. Sifat Tertutup 
Penjumlahan dalam “Mass Points” selalu menghasilkan jumlah yang 


————iNIIAUN  ———— .  . . .  — 
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2. Sifat Komutatif 
nP4- MO — MO H-nP 


3. Sifat Asosiatif 
nP 4 (m9 KR) (nP « MOH KR —- nP  MOHKR 


4. Sifat Idempoten 
nP - mP — (n-m)P 


5. Sifat Distributif 
klnP « m9) — knP 4 km 


6. Sifat Pengurangan 
Jika n » m , maka nP - m9 YY. Jika diketahui yang akan kita cari 


adalah “Mass Point” YY, maka yY - (n- m)R dimana P pada ruas garis 
RA dan RP: PO - m: (n—-m) 


D. Contoh 
1. Dalam segitiga ABC, sisi BC dibagi oleh D dengan perbandingan 5 : 2 dan 
sisi BA dibagi oleh titik E dengan perbandingan 3 : 4 seperti pada gambar di 
bawah ini. Tentukan perbandingan EF dan FC dimana F membagi garis 
cevians AD dan CE. 


Solution: 
Agar titik D sebagai titik kesimbangan dari BC, kita pasangkan bobot 2 pada 
B dan bobot 5 pada C. Sekarang pada sisi AB, agar titik E sebagai titik 


keseimbangan, kita pasangkan 2. 1 —- 3/2 pada A. Maka pada titik-titik 
keseimbangan pada sisi-sisi segitiga, kita memiliki persamaan 


2B45C —7D atau 2B 4 - - 5E (Perhatikan gambar di bawah ini) 


2B 


“The centre of mass” 8,5X dari sistem 8 A, 5C, 28) diletakan pada jumlah 


5 -2B 45C, yang dapat dihitung dalam dua cara berdasarkan sifat 
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asosiatif: 

7 3 3 3 

Tesla — pa en 450 585X - At (28 450)- 57 A17D. 

Jadi, dengan menggunakan definisi penjumlahan, X diletakan pada sisi EC 
atau sisi AD (pada perpotongan EC dan AD, titik F). Sehingga titik F 


merupakan titik tumpu dari keseimbangan 2A dan 7D: keseimbangan 


antara 5C dan 2E. Hal ini berarti, DF : FA — 5 1:7 — 3:14 dan 


Pete non 


2. Dalam segitiga ABC, E pada AC sehingga CE - 3 AE dan F pada AB 
sehingga BF — 3 AF. Jika BE dan CF berpotongan pada O dan AO 


OB OD 
b t BC pada D, Hitunglah nilai — dan —. 
erpotongan BC pada itunglah nilai Gr an DA 


Solution: 

Kita pasangkan bobot 3 pada A. Dengan perbadingan dari panjang, bobot 

pada B dan C haruslah keduanya adalah 1. Dengan menggunakan 

penjumlahan bobot/massa, bobot pada titik E dan F keduanya 4. Sehingga, 

bobot pada titik O adalah 4 - 1 — 5, hal ini membuat bobot pada D haruslah 
. OB 4 OD 3 

5—3-2. Jadi, OE 1 dan Oa 


IC 


E. Latihan Soal 7 
1.  (NYCIML/S75#27) Dalam segitiga ABC, C titik pada sisi AB sehingga 
AC :CB —1:2, dan B titik pada sisi AC sehingga AB : BC — 3:4. Jika 


BB' ACC -P dan jika A merupakan perpotongan antara sinar AP dan 


ruas garis BC, tentukan AP : PA. 
2. (NYGCIML/F75#12) Dalam segitiga ABC, D pada sisi AB dan E pada sisi BC. 


Misalkan CD N AE — K dan misalkan sinar BK NAC — F. Jika AK : KE -3 
:2 dan BK: KF —4:1, maka tentukan CK : KD. 

3. (NYCIML/S76#15) Dalam segitiga ABC, D pada sisi BC sehingga BD : DC 
-33:2, dan E pada sisi AD sehingga AE : ED - 5 : 6. Jika sinar BE 
berpotongan dengan ruas AC pada titik F, tentukan BE : EF. 

4. (NYGCIML/F76#5) Dalam segitiga ABC, D titik pada sisi BC . Ruas garis AD 
memotong median BE menjadi dua bagian yang sama. Tentukan BD : DC. 

5. (NYGCIML/F76#13) Dalam segitiga ABC, D terletak pada sisi AB sehingga 
AD: DB -3:2 dan Epada BC sehingga BE: EC - 3: 2. Jika sinar DE dan 
sinar AC berpotongan pada F. maka tentukan DE : EF. 
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6. (NYCIML/S78#25) Dalam segitiga ABC, ZA — 45" dan LC — 30”. Jika 
garis tinggi BH memotong median AM pada titik P, maka AP: PM —1: Kk. 
Tentukan nilai k yang mungkin. 

7. (NYCIML/F80#13) Dalam segitiga ABC, D titik tengah sisi BC dan E titik 
tengah dari sisi AD. Jika sinar BE dan ruas garis AC berpotongan di F. 


Tentukan nilai dari 23 4 La 
EB FC 


8. (NYSML/85#I 6) Dalam segitiga ABC, AB - 3, BC —- 5, AC - 7, dan AD dan 
CE garis bagi yang berpotongan pada titik P. Hitung panjang AP. 
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BAB III 
TEORI BILANGAN 


1. Sistem Bilangan Bulat 
Karena teori bilangan mencakup tentang sifat-sifat bilangan bulat. Kita mulai dengan 
mengenal & mereview beberapa notasi dan sifat-sifat bilangan bulat. Perhatikan 
notasi-notasi bilangan berikut: 
N — f1, 2,3,4,...) (bilangan asli atau bilangan bulat positif) 


Z5 1-3, —2,—1,0,1,2,3,...! (bilangan bulat) 


— 4 
Oa 
R — bilangan real 


Perhatikan bahwa N cZc @—-c R. Sekarang kita bahas sifat-sifat dasar tentang 
bilangan bulat: 


nmeZ & mz Yi (bilangan rasional) 


Beberapa Sifat untuk Bilangan Bulat 

1. Jikaa,b EZ, makaa-#b, a—b, &ab EZ. 

(Ztertutup terhadappenjumlahan, pengurangan, dan perkalian) 
Untuk semuaa,b EZ, a-b-b-wa 

Untuk semua a,b,c EZ, (a-b)-c-a-(b-#c) dan (abe- abg 
Untuk semua a,b,c EZ, (a-b).c-ac-#-bc 

Untuk semua a EZ, atO-a&al-a 

Jika a,b,c EZ dengan ac-bc, cz0, maka a-b 

Jikaa EZ maka tidak ada x €E Z sedemikian sehingga ax x«c a-1. 
Jika a,b EZ dan ab-1, maka berlaku a-b-1 ataua-b-—-. 


Aturan Eksponen 
Untuk n, m di N dan a, b di R kita memiliki: 


v lan)” 5 am 
v lab)" -a" b" 
n-m 


Ne 3 en PA ee 


v adan-a 
Aturan ini berlaku untuk semua a,b € Z jika a dan b tidak nol. 
10. Sifat Terurut dengan Baik untuk N 
Untuk setiap himpunan tak kosong dari bilangan bulat positif mempunyai element 
terkecil. 


2. Keterbagian 
Definisi 
Jika a dan b bilangan bulat dengan a- O, kita katakan a membagib jika ada bilangan 
bulat c sedemikian sehingga b-— ac. Jika a membagi b, kita katakan juga bahwa a 
adalah pembagiatau faktor dari b atau b merupakan kelipatan dari a. 


Jika a membagi b dapat kita tulis ad b dan jika a tidak membagi b, kita tulis a tb . 


Contoh 1: 
Berdasarkan ilustrasi tentang konsep keterbagian dari bilangan bulat, maka 


13|182 -5|30,17/289,-3/8817|o, dan 7450 
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Contoh 2: 
Pembagi dari 6 adalah #1, t2, t3, & t6. Adapun pembagi dari 17 adalah t1& #17. 


Sifat-Sifat Keterbagian 
Jika a, b, c, m, dan n merupakan bilangan bulat maka berlaku sifat-sifat berikut: 


a. Aa | a (setiap bilangan bulat membagi dirinya sendiri) 

b. Jika a b& b|c, maka a|c. (sifat transitif) 

Cc. Jika cja&c| b, maka c| (maw nb) (sifat kelinieran) 

d. Jika a| b, maka ca| cb.(sifat perkalian) 

e. 1 | a(satu membagi semua bilangan bulat) 

f. Jika a|1, maka a--41 (1 dan— 1 merupakan pembagi dari 1) 

g. a | 0 (semua bilangan kecuali nol membagi nol) 

h. Jika alb&b|a maka a- cb. (bilangan a dan b disebut berasosiasi) 


Bukti untuk sifat a & d — h diserahkan kepada pembaca. Sekarang akan kita buktikan 
sifat b dan c. 


Sifat b 
Karena a b& b| c maka ada bilangan bulat e dan f sedemikian sehingga 


b-ae&c-bf. Perhatikan bahwa c—-(ae)f — alef). Karena e dan f bilangan bulat, 
maka ef juga bilangan bulat, sehingga dapat kita simpulkan bahwa al c. (terbukti) 


Sifat c 
Karena c| a& c| b maka ada bilangan bulat e dan f sedemikian sehingga 


a-ce& b—cf. Perhatikan bahwa maw-nb- mice)-n(cf) - c(me-nf). Karena m, 
e,n,f bilangan bulat maka me--nf juga bilangan bulat Sehingga dapat kita simpulkan 
bahwa c| (ma-- nb). (terbukti) 


Contoh 3-a: 
Karena 3| 21& 3|33, berdasarkan sifat c maka 3 membagi 


5.21-3.33-105-99-6. 


Contoh 3-b: 

Buktikan bahwa untuk semua bilangan bulat n, n? 4 3n 4 5 tidak habis dibagi oleh 
121. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa n? - 3n #5 — (n4#7)(n—4) #33. 

Sehingga 11/n? #3n #5 & 11|(n 4 7)(n — 4). Jadi, jika 11 4 (n#7)(n — 4) maka 
121 tidak membagi n? # 3n #5. 


Kita asumsikan 11 membagi (n4#-7)(n-4), maka lin #7 atau 11In —4. 
Karena 11/n #7 & 11In — 4, maka 121|(n #7)(n— 4). 

Jelas bahwa 121 4 33, sehingga 121 4 (n 4#7)(n — 4) 4 33. 

Jadi, untuk kasus ini terbukti bahwa 121 #n? 4 3n #5. 
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Algoritma Pembagian 
Jika a dan b bilangan bulat sedemikian sehingga b- 0, maka terdapat secara unik 
bilangan bulat g dan r sedemikian sehingga a- bg-r dimana Ox « b. 


Ket: g merupakan hasil bagi, r merupakan sisa pembagian, a merupakan bilangan 
yang dibagi, dan b adalah pembagi. 


Perhatikan bahwa a dapat habis dibagi b jika dan hanya jika sisa pada lagoritma 
pembagian sama dengan nol. 


Contoh 4: 
Jika a-133 dan b-21, maka g-6 dan r-7, Karena 133 - 21.6 7. Dan juga Jika a--50 
dan b-8, maka g--7 dan r—6, Karena -50-—8(—7)--6. 


Definisi 

Jika sisa ketika n dibagi 2 adalah 0, maka n-2k untuk suatu bilangan bulat positif k 
dan ini kita sebut bahwa n adalah bilangan genap. Sedangkan Jika sisa ketika n dibagi 
2 adalah 1, maka n-2k-1 untuk suatu bilangan bulat positif k dan ini kita sebut 
bahwa n adalah bilangan ganjil. 


Dengan cara yang sama, ketika d-4, kita gunakan algoritma pembagian di atas: Jika 
n dibagi dengan 4, maka sisanya adalah 0, 1, 2, atau 3. Sehingga, setiap bilangan 
bulat dapat berbentuk: 4k, 4k -1, 4k 42, atau 4k 43, untuk suatu bilangan bulat k. 


Uji Keterbagian Suatu Bilangan 

Misalkan nbilangan bulat positif yang ditulis dalam basis 10: 

a. Bilangan n habis dibagi 2 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan 
bilangan genap. 

b. Bilangan n habis dibagi 3 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis 
dibagi 3. 

c. Bilangan n habis dibagi 4 jika dan hanya jika dua digit terakhirnya merupakan 
bilangan yang habis dibagi 4. 

d. Bilangan n habis dibagi 5 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan digit 0 
atau 5. 

e. Bilangan n habis dibagi 6 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis 
dibagi 3 dan digit terakhirnya merupakan bilangan genap. 

f. Bilangan n habis dibagi 7 jika dan hanya jika digit terakhirnya dikalikan 2, dan 
menjadi pengurang dari bilangan sisa dan hasilnya habis dibagi 7. Sebagai 
contoh, Apakah bilangan 5236 habis dibagi 7? 

Kita pisahkan 6 (digit terakhir bilangan), kemudian 523 — 2x 6 - 511. 
Dilanjutkan lagi, apakah 511 habis dibagi 7? 

Kita pisahkan 1 (digit terakhir 511), kemudian 51 — 2x 1-49, 49 habis dibagi 7. 
Jadi, 5236 habis dibagi Z. 

g. Bilangan n habis dibagi 8 jika dan hanya jika tiga digit terakhirnya merupakan 
bilangan yang habis dibagi 8. 

h. Bilangan n habis dibagi 9 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis 
dibagi 9. 

i. Bilangan n habis dibagi 10 jika dan hanya jika digit terakhirnya merupakan digit 0. 

j. Bilangan n habis dibagi 11 jika dan hanya jika jumlah silang tanda berganti habis 
dibagi 11. Sebagai contoh, 979 kelipatan 11: amati bahwa (9-749)-11, dan 8679 
juga kelipatan 11: amati bahwa (8-647-9)-0-0x 11, dll. 
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k. Bilangan n habis dibagi 12 jika dan hanya jika jumlah semua digit-digitnya habis 
dibagi 3 dan dua digit terakhirnya habis dibagi 4. 

I. Bilangan n habis dibagi 25 jika dan hanya jika dua digit terakhirnya merupakan 
bilangan yang habis dibagi 25. 

m. Bilangan n habis dibagi 125 jika dan hanya jika tiga digit terakhirnya merupakan 
bilangan yang habis dibagi 125. 


Contoh 5: 

(OSK 2003) Ada berapa banyak diantara bilangan-bilangan 20000002, 20011002, 
20022002, 20033002 yang habis dibagi 9 ? 

Pembahasan: 

Jumlah digit 20000002-—2--0--0--0--0--0--0--2—4 (tidak habis dibagi 9) 

Jumlah digit 20011002—-2--04-04#-1-1-#0--0--2—6 (tidak habis dibagi 9) 

Jumlah digit 20022002-—2--0--042-2-0--0-2—8 (tidak habis dibagi 9) 

Jumlah digit 20033002-2--0--0-4-3--3-0--0-2—10 (tidak habis dibagi 9) 

Jadi, banyaknya bilangan yang habis dibagi 9 adalah 0. 


Contoh 6: 

(OSP 2003) Berapakah bilangan bulat positif k terkecil sehingga 20032003... 2003 
k kali 

habis dibagi 9? 

Pembahasan: 

Misalkan N - 20032003... 2003 


k 
Agar N habis dibagi 9 maka jumlah digit N harus habis dibagi 9. 
Karena 2--0--0--3-5 maka jumlah digit N-—5k. 
Jadi, bilangan bulat positif k terkecil yang memenuhi adalah k—9. 


Perlu diingat: 
Perkalian n bilangan bulat berurutan selalu habis dibagi oleh n! 
Coba, kerjakan menggunakan fakta di atas! 


Buktikan bahwa 6 | n$ —n untuk semua bilangan bulat n. 


Contoh 7: 
(OSK-Tipe 3/2012) Banyaknya bilangan bulat n sehingga Jon 3 merupakan bilangan 
bulat adalah .... 
Pembahasan: 
2 
Perhatikan bahwa 2" - 5-0 
2n44#3 2n44#3 


Maka 2n? #- 3 membagi 70. 


Karena 2n2 4 3 » 3, maka nilai 2n? 4- 3 yang mungkin memenuhi adalah 5, 7, 10, 14, 
35, atau 70. 


Dari keenam nilai di atas yang membuat n bulat adalah 5 atau 35. 
Jika 2n2 4-3 —5, n—1 atau —1 


Jika 2n?2 4-3 — 35, n—4 atau —4 
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Jadi, banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi ada 4. 


Contoh 8: 

Tentukan semua bilangan bulat positif n sedemikian sehingga untuk semua bilangan 
ganjil a, jika a? X n maka aln. 

Pembahasan: 

Misalkan a bilangan ganjil terbesar sedemikian sehingga a? « n, sehingga jelas bahwa 
nd (a4# 2)-. 


Jika a 2 7, maka a— 4,a — 2,a adalah bilangan ganjil yang membagi n. 
Hal ini berakibat bahwa (a — 4)(a — 2)aln, dan (a — 4)(a — 2)a £ (a4# 2)? 
Eguivalen dengan a? — ba? #- 8a Sa? #4a-#4. 
Maka a? —7a? #4a—4KX0 ataua?'(a—7)4#-4(a—1) X0, ini suatu yang salah 
untuk a 2 7. 
Jadi nilai a yang memenuhi a — 1,3, atau 5 
e Jikaa — 1, maka 12 £X n « 32, sehingga ne f1,2,3, ...,8). 
e Jikaa —3, maka 3? «dn « 52, dan 1.3In, sehingga n € (9,12,15,18,21,24). 
e Jikaa —5,maka 52 X n« 72, dan 1.3.5In, sehingga n € (30,45). 
Jadi, nilai n yang memenuhi adalah (1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,15,18,21,24,30,45) 
Contoh 9: 
(IMO/Ke 39) Tentukan semua pasangan (a,b) dari bilangan bulat positif sedemikian 
sehingga ab? #b #7 membagi ab -a-b. 
Pembahasan: 
Dari pernyataan ab? #b #7|(a?b -a 4 b), kita peroleh: 
ab. #-b47lb(adb -a#tb) —alab?' #-b #7) — ab? #b-#7lb: —7a. 
Kasus I: Jika b? — 7a — 0, hal ini berakibat b2 — 7k, 7k?. Perhatikan bahwa 
(7k?2,7k) 51 merupakan solusi untuk masalah ini. 


Kasus II: Jika b? — 7a » 0, maka ab? #b #7 £ b?' — 7a dan kita peroleh suatu 
kontradiksi, yakni b?: — 7a « b? «ab? #b 47 

Kasus III: Jika b: — 7a « 0, maka ab? #b #7 £ b? — 7a. Hal ini mungkin terjadi 
hanya jika b? « 7, yaknib —- Lataub - 2. 

Jika b—- 1, makaa— 1Ilataua — 49 

Jika b — 2, 4a #9la #22 —4a#9 Ka#22 5 3a S 13. Sehingga tidak ada nilai a 
yang mungkin. 


Jadi, solusi untuk soal ini adalah: (7k2,7k), (“1,1),dan (49,1) 


Contoh 10: 

(Romanian IMO Team Selection Test/1998) Tentukan semua bilangan bulat positif 
(x,n) sedemikian sehingga x" 4 2" 4 1 sebagai pembagi dari x" #1 4 2”1 4 1, 
Pembahasan: 

Kasus I: Jika n — 1, maka x # 3|x? #5 — (x43)«x-3) 4-14 

Sehingga x 4 3 harus membagi 14 dan x yang mungkin adalah x —- 4 atau 11. 


Kasus II: Jika n - 2: 
e Untuk x e (1,2,3) kita punya: 
Te?” e1le2 “A41 e20 2” el), 
AO RI LO wd Ih CR 2” aIj, 
A31” 211) C3” 142 ea 33” 4-2” 4), 
Sehingga x" 4 2" #1 tidak membagi x"11 4 2”#1 41. 
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e Untuk x 54, 
n n 2n 2 
aa Pap — 4, sehingga 


2 2 
n 2 2 2n n-1 2 
(27 4x « (2 #3 tx2) 2 (22142 - t14x2) 


Jadi, 
Get EP ep ye IKA AK 2151 
2 Ga 2 
Sehingga x" - 2" 4 1 tidak membagi x"1#1 4 2741 41. 
Solusinya adalah (4,1) dan (11,1) 


Pn kein D Wota HA P3 


LATIHAN 2 


1, 
2: 


10. 


"DP 


12. 


13: 


14. 
TS: 


16. 


ka 


7, 


x3—3x42 
2x41 


Tentukan semua anggota himpunan S, dimana S — fx EZ 


(OSK, 2013) Diberikan himpunan fx EZ 


bagian dari S adalah ... 
(OSK, Tipe 1/2/3/2012) Bilangan asli terbesar x kurang dari 1000 sehingga 


terdapat tepat dua bilangan asli n sehingga 2 merupakan bilangan asli adalah 
n-#1 


e z. 
x2—2x47 
2xX—1 


€ z. Banyaknya himpunan 


(OSK, Tipe 1/2012) Jika hasilkali tiga bilangan ganjil berurutan sama dengan 7 

kali jumlah ketiga bilangan itu, maka jumlah kuadrat ketiga bilangan itu adalah ... 

(OSK, Tipe 2/2012) Jumlah dari 2012 bilangan genap berurutan mulai dari n 

merupakan pangkat 2012 dari suatu bilangan asli. Nilai terkecil dari n yang 

mungkin adalah .... 

(OSK, Tipe 1/2011) Misalkan kita menuliskan semua bilangan bulat 1, 2, 3, ..., 

2011. Berapa kali kita menuliskan angka 1? 

(OSK, Tipe 3/2011) Jika bilangan m dibagi 5 memberikan sisa 3, dan bilangan n 

dibagi 5 memberikan sisa 2: maka mn bilangan bila dinagi 5 akan memberikan 

Sisa .... 

(OSK, Tipe 3/2011) Jumlah digit dari (111.111.111)2 adalah .... 

(OSK, Tipe 3/2011) Untuk bilangan asli n, p(n), & s(n) berturut-turut menyatakan 

hasil kali dan jumlah angka pembentuk n. Jika n bilangan dua angka dan 

n-4- pin) - sin) -69, maka n adalah .... 

(OSK 2010) Nilai n terkecil sehingga bilangan 20102010..2010 habis dibagi 99 
n buah 2010 


adalah ... 
(OSK 2008) Jumlah empat bilangan asli berturutan senantiasa habis dibagi p. 
Maka nilai p terbesar adalah 


(OSK 2007) Jika n adalah bilangan asli sehingga 3” adalah faktor dari 33!, maka 


nilai n terbesar yang mungkin adalah .... 
(OSK 2005) Tentukan banyaknya pasangan bilangan bulat positif (m,n) yang 


merupakan solusi dari persamaan — -—-1. 
mn 


(OSK 2002) Bilangan n terbesar sehingga 8" membagi 44" adalah ... 

(OSK 2002) Berapa banyak pasang bilangan bulat positif (a,b) yang memenuhi 
Lan 

a b 6 

(OSK 2009) Banyaknya bilangan asli kurang dari 1000 yang dapat dinyatakan 
dalam bentuk x2 — y? untuk suatu bilangan ganjil x dan y adalah .... 


. (OSK 2004) Untuk dua bilangan bulat a dan b, penulisan a “ b menyatakan 
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18. 


2: 


20. 
21. 


22. 


23. 


24, 


29. 


26. 


27: 


28. 


20. 


30. 


31. 


30. 


33. 


34. 


35. 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


sisa tak negatif ab jika dibagi 5. Nilai (-3) “4 - :- 
(OSK 2004) Untuk a dan b bilangan bulat dengan a tidak nol. Pernyataan berikut 
yang salah adalah 

A. Jika alb & alc, maka al(bc) 

B. Jika alc & blc, maka (ab)lc 

C. Jika alb &alc, maka al(b 4 c) 

D. Untuk setiap bilangan bulat a £ 0 berlaku a|0 

E. Jika alb, maka a|(bc) untuk setiap bilangan bulat c 
(OSK 2003) Misalkan N adalah bilangan bulat terkecil yang bersifat : bersisa 2 jika 
dibagi 5, bersisa 3 jika dibagi oleh 7, dan bersisa 4 jika dibagi 9. Berapakah hasil 
penjumlahan digit-digit dari N? - 
(OSK 2002) Berapakah jumlah digit-digit bilangan 22002 520035 
(OSK 2002) Berapa banyak bilangan positif yang kurang dari 10.000 yang 
berbentuk x8 4 y8 untuk suatu bilangan bulat x»0 dan yz0? 
(OSP 2002) Berapakah Pe bulat positif terbesar yang membagi semua 
bilangan 1? -1, 28 -—2.., hn -n,...? 
(OSP 2002) Jika 2002- 4 was. En ag.3l4....ta,.n!, dimana ak adalah 
bilangan bulat, O£ax £Xk, k-12,3,..., Nn & ap, #0, tentukan pasangan terurut 


(n, an) 


(OSP 2002) Tentukan semua bilangan bulat positif p sehingga 


Hakan juga bulat 
2p-— 


positif. 
(OSP 2003) Berapakah sisa pembagian 1.1! -2. 2! -- 3. 3! 4... - 99. 99 100. 100! 


oleh 101? 
J2 4Ja 


V3 wb 
merupakan bilangan rasional. 
(OSP 2004) Tentukan himpunan semua bilangan asli n sehingga n(n — 1)(2n -— 1) 
habis dibagi 6. 
V3 «Ya 


V4 4 b 
rasional, maka pasangan terurut (a,b) -.... 
(OSP 2007) Himpunan semua bilangan asli n sehingga 6n 4 30 adalah kelipatan 
2n#ladalah --: : 
(OSP 2011) Bilangan asli n yang memenuhi (-2004)” -1900” - 25” -121” habis 
dibagi 2000 adalah ... 
(OSN 2002) Buktikan bahwa nt -n? habis dibagi 12 untuk sebarang bilangan 
bulat n-1. 
(OSN 2003) Buktikan bahwa a? —a habis dibagi 6, untuk setiap bilangan bulat a. 
(OSN 2005) Untuk sebarang bilangan asli n, didefinisikan p(n) sebagai hasil kali 
digit-digit n (dalam representasi basis 10). Tentukan semua bilangan asli n 
sehingga 11 : pln) - n? — 2005. 
(OSN 2006) Misalkan a, b, c adalah bilangan-bilangan asli. Jika 30) (a-b-c), 


buktikan bahwa 30| 8 108405) 


(OSP 2003) Tentukan semua bilangan bulat a dan b sehingga bilangan 


(OSP 2005) Jika a, b dua bilangan asli ax b sehingga adalah bilangan 


(OSN 2008) Misalkan m,nz1 bilangan-bilangan bulat sedemikian hingga n 
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membagi 4” —1 dan 2” membagi n-1. Haruskah n-2'” 41? Jelaskan. 
36. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Bilangan 6 digit a1989b habis dibagi 72. 
Tentukan nilai a dan b 


3. Bilangan Prima & Teorema Dasar Aritmatika 
Definisi 
Suatu Bilangan Prima adalah bilangan bulat positif lebih dari 1 yang hanya mempunyai 
pembagi positif 1 dan dirinya sendiri. 


Definisi 
Suatu bilangan bulat positif yang lebih dari 1 yang bukan prima disebut komposit. 


Contoh 1: 
Bilangan 2, 3, 5, 13, 101, dan 163 merupakan bilangan prima. Sedangkan bilangan 
452.2, 854.2, 33—3.11, 111—3.37, dan 1001-7.11.13 merupakan komposit. 


Lemma 

Setiap bilangan bulat positif lebih dari 1 mempunyai pembagi prima. 
Teorema 

Ada tak hingga banyak bilangan prima. 

Teorema 


Jika n merupakan komposit, maka n mempunyai faktor prima tidak lebih dari In. 


Contoh 2: 

Tentukan apakah 171 dan 199 merupakan bilangan prima atau komposit? 

v 171-13077. Bilangan prima yang kurang dari J171 adalah 23, Teri: 
Karena 171 habis dibagi 3, maka 171 adalah bilangan komposit. 

v 199 —14107. Bilangan prima yang kurang dari 199 adalah 2, 3, 5, 7, 11, 13. 
Karena 199 tidak habis dibagi oleh 2, 3, 5, 7, 11, dan 13, maka 199 adalah 
bilangan prima. 


Teorema Dasar Aritmatika (Faktorisasi Prima) 

Setiap bilangan bulat positif n »—1 dapat dinyatakan secara tunggal sebagai 
al ap ak 

n-P -Po ...Pk dengan k suatu bilangan asli, p4 « pb «... « pk bilangan- 
bilangan prima berbeda, dan aj 21 untuk setiap 1-1, 2, 3,..., k. 


Contoh 3: 
Faktorisasi dari beberapa bilangan bulat positif diberikan sebagai berikut: 


v 240-222235-2135 


vV 289-17.17-172 
v 400171113 


Teorema Dasar Aritmatika sering digunakan dalam soal-soal olimpiade untuk 
menentukan faktor dari Suatu bilangan bulat yang tidak diketahui. Berikut akibat dari 
Teorema Dasar tersebut: 


Y n mempunyai k faktor prima yaitu: P4, Po, .... Pk- 
v Banyak faktor positif dari n adalah (ay #1)(ao 41)... (ax 41) 
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“ Banyaknya cara berbeda untuk memfaktorkan n adalah 
Har #1)fa2 H4)... (ak H1) 


Contoh berikut merupakan aplikasi dari faktorisasi prima untuk mencari semua 
pembagi suatu bilangan. 

Contoh 4: 

Pembagi positif dari 120 — 23 3.5 adalah bilangan bulat positif dengan faktorisasi 
prima berpangkat yang memuat bilangan prima 2, 3, dan 5 dengan pangkat kurang 
dari atau sama dengan berturut-turut 3, 1, dan 1. Sehingga, pembagi bilangan 120 


adalah: 

| 3 5 3.5 5-15 
2 2.3 — 6 2.5 - 10 2.3.5 — 30 
2254 23-12 22.520 22 3.5-60 
2-8 23-24 23 5540 2? 3.5-120 


Jika, soal ini dikerjakan dengan akibat teorema dasar seperti yang tertuang di atas, 
maka: 120 mempunyai sebanyak (3-41) (1-1) (1-1) -16 pembagi/faktor positif. 


Contoh 5: 
Carilah bilangan bulat positif x dan y yang memenuhi kedua persamaan 


xy 540 
K -2x43y 
Pembahasan: 
Perhatikn bahwa 40 — 235, terdapat (3-1) (1-1)-8 kemungkinan pasangan (x,y) 
yaitu, (1, 40), (2, 20), (4, 10), (8, 5), (5, 8), (10, 4), (20,2), (40,1). Kita mudah membuktikan 
bahwa hanya (x,y)-(8, 5) yang jika ditambahkan akan memenuhi 31-2x-3y. 


Contoh 6: 

(AHSME 1998) Misalkan bilangan 1998 ditulis sebagai suatu hasil kali dari du bilangan 
bulat positif yang selisihnya sekecil mungkin. Berapakah selisih tersebut? 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa, 1998 - 2.32. 37.Sehingga terdapat (141) (3-1) (111)/2-8 
faktorisasi dari 1998, dengan menganggap bahwa urutan faktor tidak penting. 
Faktorisasinya adalah: 

11998, 2.999, 3.666, 6.333, 9.222 18.111, & 37.54. Selisih terkecil terjadi ketika 


faktornya hampir sama, yaitu 54-37-17. 


Contoh 7: 
(AMC 10A/2005) Berapa banyak bilangan pangkat tiga yang membagi 3!5!7!? 
(Dimana a!—1.2.3....(a—1l)a) 
Pembahasan: 
Dengan menuliskan sebagai hasil kali prima, maka 

315!71-28 3152 7 
Sebuah bilangan berpangkat tiga yang merupakan suatu faktor memiliki faktorisasi 
prima berbentuk 2? 39 5' 75, dengan p,g,r dan s seluruhnya adalah bilangan 
kelipatan 3. Terdapat 3 nilai yang mungkin untuk p, yaitu 0, 3, dan 6. Terdapat 2 nilai 
kana mona untuk 9 yaitu 0 dan 3. Satu- “satunya nilai ANYK r dan S adalah 0. Oleh 
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Bilangan-bilangan itu adalah 1- 20395070, 8 - 28305070 27 - 20385070 
64 -26305070 216-28385070 & 1728-26335070 


Contoh 8: 

(OSP/2012) Misalkan x, y, dan z adalah bilangan-bilangan prima yang memenuhi 
persamaan 34x — 51y — 2012 z. Nilai dari x #y #z adalah .... 

Pembahasan: 

34x —51y — 2012z dengan x, y, dan z bilangan prima. 

Karena 34 dan 2012 habis dibagi 2 serta 51 tidak habis 2, maka haruslah y habis 
dibagi 2. Karena y prima, maka y —2. 


Karena 34 dan 51 habis dibagi 17 serta 2012 tidak habis dibagi 17, maka z haruslah 
habis dibagi 17. Karena z prima, maka z — 17. 


Karena y — 2,z — 17, x harus prima, maka x — 1009. 
x#y-4#z— 1028. 


Contoh 9: 


(OSK, Tipe 183/2011) Ada berapa faktor positif dari 27.35.5872 yang merupakan 
kelipatan 10? 
Pembahasan: 


Supaya bilangan 21325372 merupakan kelipatan 10, maka bilangan tersebut dapat 


ditulis dalam bentuk: 2.5 (20325275), maka banyaknya faktor positif yang 
merupakan kelipatan 10 adalah (6 -1)(5 -1)(2-1)(2--1) — 378 faktor. 


Contoh 10: 
Buktikan bahwa untuk sebarang bilangan bulat n » 1, maka bilangan n? #-n? 4-1 
bukan prima. 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa, kita memiliki: 
n 4nt41—n4nt4n —n3 —n2—n4N24n-4#1 
— Ne 4n41) —nn2 4141) #2 4n-#1) 
— (mM4n4#1) mM —n-4#1) 
merupakan perkalian dua bilangan bulat lebih dari 1. 
Jadi, bilangan n? 4 n? 4 1 bukan prima. 


LATIHAN 3A 

1. (OSK,2013) Misalkan p dan g bilangan prima. Jika diketahui persamaan x?914 — 
px?018 4g 5 0 mempunyai akar-akar bilangan bulat, maka nilai p -g adalah ... 

2. (OSK, Tipe 1&3/2012) Ada berapa faktor positif dari 273”5872 yang merupakan 
kelipatan 6? 

3. (OSK, Tipe 1/2011) Tentukan semua bilangan bulat positif p sedemikian sehingga 
p, Pp 48, p 4 16 adalah bilangan prima. 

4. (OSK 2010) Misalkan S menyatakan himpunan semua faktor positif dari 2010”. 
Sebuah bilangan diambil secara acak dari S. Peluang bilangan yang terambil habis 
dibagi 2010 adalah ... 


5. (OSK 2009) Banyaknya pasangan bilangan asli (x,y) sehingga x? - 4y? 


merupakan bilangan prima adalah ... 
6. (OSK 2008) Banyaknya faktor positif dari 5! Adalah ... 


Didik Sadianto 
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2007. Banyaknya himpunan bagian dari H yang tidak kosong adalah .... 

(OSK 2006) Jumlah tiga bilangan prima pertama yang lebih dari 50 adalah 

(OSK 2005) Faktor prima terbesar dari 2005 adalah : 

10. (OSK 2004) Bilangan 2004 memiliki faktor selain 1 dan 2004 sendiri sebanyak ... 


11. (OSK 2003) Jika a dan b bilangan bulat sedemikian sehingga a? —b? -2003, 


maka berapakah nilai a2 b2 ? (diketahui bahwa 2003 merupakan bilangan 
prima) 


Pen 


12. (OSP 2011) Jika n bilangan asli dan data merupakan bilangan bulat, 


maka pembagi positif dari n sebanyak ... 

13. (OSP 2011) Jika kedua akar persmaan x? —2013x#k—0 adalah bilangan prima, 
maka nilai k yang mungkin adalah .... 

14. (OSP 2010) Bilangan prima p sehingga p? 479 merupakan bilangan kubik 
sebanyak .... 

15. (OSP 2010) Diketahui k adalah bilangan bulat positif terbesar, sehingga dapat 
ditemukan bilangan bulat positif n, bilangan prima (tidak harus berbeda) 
G4» 92, 93, Ik, dan bilangan prima berbeda px, p5,P3, .... Pk yang memenuhi 


Ta na 4 bae Je . Tentukan banyaknya n yang memenuhi. 
pi P2 Pk 2010 

16. (OSP 2009) Bilangan prima p yang memenuhi (2p-—1)? 4 (3p)? —6” ada 
sebanyak ... 


17. (OSP 2009) Misalkan n bilangan asli terkecil yang mempunyai tepat 2009 faktor 
dan n merupakan kelipatan 2009. Faktor prima terkeci dari n adalah :--: : 


18. (OSP 2009) Diketahui p adalah bilangan prima sehingga persamaan 7p- 8x2 1 


dan p? — 2y? —1 mempunyai solusi x dan y berupa bilangan bulat. Tentukan 
semua nilai p yang memenuhi. 

19. (OSP 2008) Banyaknya pembagi positif dari 2008 adalah : 

20. (OSP 2007) Di antara bilangan-bilangan 2006, 2007 dan 2008, bilangan 
yang memiliki faktor prima berbeda terbanyak adalah :----:: 

21. (OSP 2006) Bilangan prima dua angka terbesar yang merupakan jumlah dua 
bilangan prima lainnya adalah : :: : 

22. (OSP 2005) Jumlah sepuluh bilangan prima yang pertama adalah :: 

23. (OSP 2004) Dedefinisikan aob - a#-b- ab, untuk semua bilangan bulat a, 
b. Kita katakan bahwa bilangan bulat a adalah faktor dari bilangan bulat c 
bilamana terdapat bilangan bulat b yang memenuhi a ob - c. Tentukan semua 
faktor positif dari 67. 

24. (OSP 2003) Misalkan m dan n dua bilangan asli yang memenuhi m? —2003- n?. 
Berapakah mn? 

25. (OSP 2002) Misalkan M dan m berturut-turut menyatakan bilangan terbesar 
dan bilangan terkecil di antara semua bilangan 4-angka yang jumlah keempat 
angkanya adalah 9. Berapakah faktor prima terbesar dari M — m? 

26. (OSP 2013) Pasangan bilangan bulat posistif (x, y) yang memenuhi aa bilangan 


prima adalah .... 


LATIHAN 3B 
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terbentuk dari hasil kali 22004 52006 5 


2. (AMC 10B/2002) Bilangan 2564 6425 adalah kuadrat dari suatu bilangan bulat 
positif N. Berapakah hasil penjumlahan angka-angka desimal dari N? 

3. (AMC 12A/2002) Kedua akar persamaan kuadrat x?—63x4k—0 adalah bilangan 
prima. Berapa banyak kemungkinan nilai k? 

4. (AMC 12B/2002) Berapa banyakkah bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
n? -8n42 merupakan bilangan prima? 

5. (AMC 12B/2002) Bilangan bulat positif A, B, A-B, dan A-B masing-masing adalah 
bilangan prima. Tentukan jumlah 4 bilangan prima tersebut? 

6. (AHSME 1986) Misal N-69? 45.694 410.698 410.692 15.69-1. Berapa 
banyak bilangan bulat positif yang merupakan faktor dari N? 

7. (AMC 12A/2003) Berapa banyakkah kuadrat sempurna merupakan pembagi dari 
hasil kali 1!2!3!...9!? (Dimana al-1.2.3...(a-1l)a) 

8. (AMC 12B/2003) Misal x dan y merupakan bilangan bulat positif sedemikian 
sehingga 7x? —11y'?. Kemungkinan nilai x minimal ini mempunyai faktorisasi 
prima a£b9. Berapa nilai a-b#-c--d? 

9. (AHSME 1990) Berapa banyakkah bilangan bulat positif kurang dari 50 yang 
banyaknya pembagi bilangan bulat positifnya ganjil? 

10. (AHSME 1996) Misalkan n adalah sebuah bilangan bulat positif sehingga 2n 
memiliki 28 pembagi positif dan 3n memiliki 30 pembagi positif. Berapa 
banyaknya pembagi positif yang dimiliki oleh 6n? 

11. (AMC 12B/2004) Jika x dan y merupakan bilangan bulat positif sedemikian 
sehingga 2“3” -1296, berapa nilai x-y? 

12. (AHSME 1998) Berapa banyak bilangan prima berbeda yang merupakan faktor N 
jika 20gSlog(log( log N/))-112 

13. (AHSME 1974) Berapa bilangan prima terkecil sedemikian sehingga membagi 
bilangan Sania 


4. FPB & KPK 
a. FAKTOR PERSEKUTUAN TERBESAR (FPB) 
Definisi 


FPB dari dua bilangan bulat a dan b, yang keduanya tidak nol, adalah bilangan 
bulat terbesar yang membagi a dan juga b. 


FPB dari a dan b ditulis sebagai (a,b). Kita juga mendefinisikan bahwa (0, 0)-0. 


Dari definisi di atas, kita peroleh: Jika bilangan d disebut FPB antara a dan b, 
maka berlaku: 
o dla & dib 


o Untuk setiap bilangan asli c dengan C| a & c|b haruslah berlaku cx d. 


Contoh 1: 
Pembagi sekutu dari 24 dan 84 adalah #1, #2, #3, #4, t6, & #12. Jadi, 


(24, 84) —12.Dengan cara yang sama, untuk mencari pembagi sekutu maka kita 


dapat: 
(15, 81) — 3, (100, 5) —5, (17, 25) —1, (o, 44) — 44, (—6, —15)—3, & (—17, 289) —17. 
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Definisi 
Bilangan bulat a dan b disebut re/atif prima jika a dan b memiliki (a, b) -1. 


Contoh 2: 
Karena (25, 42) -1, maka 25 dan 42 relatif prima. 


Teorema 
Misalkan a, b, dan c bilangan bulat dengan (a, b) - d. Maka 


(9 E | —1 
dd 
e (awcb,b)-lab) 
Definisi 
Jika a dan b bilangan bulat, maka kombinasi linear dari a dan b adalah jumlah 
yang berbentuk ma nb, dimana m dan n keduanya bilangan bulat. 


Teorema 
FPB dari bilangan bulat a dan b, yang keduanya tidak nol adalah bilangan bulat 
terkecil, yaitu merupakan kombinasi linear dari a dan b. 


Definisi 

Misal A, a»,..., Aa, bilangan bulat yang kesemuanya tidak nol. FPB dari bilangan 
bulat tersebut adalah bilangan bulat terbesar yang membagi semua bilangan 
bulat tersebut. FPB dari ay, ap, ..., ar, ditulis sebagai (24, 2, ...., an). 


Contoh 3: 
Kita dapat melihat secara mudah bahwa, (12,18, 30)- 6 & (1015, 25)-5. 


Lemma 
Misal A4, a,..., ap bilangan bulat yang kesemuanya tidak nol, maka 


(ta, Ay a03 Ap As an)- (a, Ang an Ap 2, (an-4, ah). 


Contoh 4: 
Untuk menentukan FPB dari tiga bilangan 105, 140, dan 350, kita gunakan lemma 
di atas. Perhatikan bahwa (105,140, 350)- (105, (140, 350))- (105, 70)- 35. 


Algoritma Euclid 

Teorema: 

Misal r, -a & 1 —b merupakan bilangan bulat sedemikian sehingga a2 b- 0. 
Jika algoritma pembagian diterapkan secara berulang-ulang maka kita dapatkan 
(SIA Ijad HIji2 dengan OK Tjxp ja untuk j—0,1,2,..., n—2 dan 


Fnsy 50, maka (a b)-r, (sisa terakhir tidak noh 


Contoh 5: 
Untuk menghitung nilai (252 198), kita menggunakan algoritma pembagian 


secara berulang. 
252-1.198154 


198-—3. 54-36 
54-1.36-18 
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362.18. 
Jadi, menurut algoritma euclid kita peroleh (252 198) -18. 


Contoh 6: 
Diketahui FPB(15, 24) —3. Cari salah satu pasangan bilangan bulat (x,y) 


sehingga 15x 4-24y —3. 


Pembahasan: 

Perhatikan bahwa 24-1.15-49 
15-1.9416 
9-1.6-43 


(ingat mencari FPB dengan algoritma euclid) 

Dengan demikian, 
3-9-1.6-9-(15-1.9)-2.9-15-2424-15)-15-2.24-3.15 

Kita dapat mengambil x - -3 dan y —2. 


b. KELIPATAN PERSEKUTUAN TERKECIL (KPK) 
Definisi 
KPK dari dua bilangan bulat a dan b adalah bilangan bulat positif terkecil yang 
habis dibagi oleh a dan b. KPK antara a dan b ditulis dengan simbol Ja, bj. 
Contoh 7: 
Kita memiliki nilai KPK berikut: (15, 21/-105,/24361-72 (2 20-20, dan 
(7, 11/-77. 


Ingat kembali faktorisasi prima dari suatu bilangan bulat positif lebih dari 1. 
Konsep ini dapat kita terapkan untuk mencari FPB dan KPK dua bilangan bulat a 
: a ap an bi bp bh... 
dan b. Jika a-py .po ...Pp dan a-p .po ...Phn dimana 
P1 P2, Pn bilangan prima dengan px « ps «... « pp dan aj, bj (ON) untuk 
i-12,...,N. Maka 
mintat,b1) — minfao,bo) mintan,bn) 
pi . Po ia D5 
maxlay,by) — maxlas,b») maxlan,bn) 
PH - P2 “Pn 


“v FPBantaraadanb: (ab)- 


“KPK antara a dan b: Ja, b|- 
Contoh 8: 

Perhatikan faktorisasi prima dari 720 — 21325 dan 2100-223.527. Dari 
faktorisasi prima tersebut, maka: (720, 2100)-22.3.5 -60 sedangkan 


(720, 21001 - 2132527 -25,200. 


Teorema 
ab 


Jika a dan b bilangan bulat, maka Ja, b|- ANT 
a, 


Contoh 9: 

Tentukan semua pasangan bilangan bulat (m,n) sedemikian sehingga bilangan 
A —n2 42mm 43m? #2, B — 2n? #-2mn #3m? #2, B — 3n? 4- 2mn # 3m? 1 
mempunyai pembagi persekutuan lebih dari 1. 

Pembahasan: 

Pembagi persekutuan untuk A, B, dan C juga merupakan pembagi untuk: 

D —-2A—B 
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E—53A-—C 
F 55E—7D 
G —55D-E 
H 518A —2F — 3E 
I-5nG—mF 


126 — 18n/ —5H #11F — 2.32.7. 


Karena 2 dan 3 tidak membagi A, B, dan C, maka d —7. 
Jadi, (m,n) — (7a 42, 7b4#3)atau (7c 45, 7d 4 4) 


Contoh 10: 

(Canadian Mathematical Olympiad 1973) Buktikan bahwa jika p dan p--2 
keduanya bilangan prima lebih besar dari 3, maka 6 merupakan faktor dari p - 1. 
Pembahasan: 


“ Karenap danp 4 2 bilangan prima lebih dari 3, maka jelas bahwa keduanya 
tidak habis dibagi 2. Dan kita dapat menyatakan bahwa: 
p52k41, p4#-2—2k-43 untuk suatuk EZ. 
Dari kondisi tersebut di atas, maka: 
p4#1-2k4-2—2(k-#1), hal ini berarti 21(p #-1)......... (1) 


“ Karenap danp 4 2 bilangan prima lebih dari 3, maka jelas bahwa keduanya 
tidak habis dibagi 3. Dan kita dapat menyatakan bahwa: 
p5—3n-#1 atau p— 3n-#2 untuk suatun EZ. Akan tetapi jika p — 3n #1, 
makap #2 — 3(n-#1), p-2 habis dibagi 3 (kontradiksi) 


Sehingga jelas bahwa p — 3n #2. 
PL 5341) » 3|WA# 1) annnnnnananaann (2). 


Dari (1) dan (2), maka 6l(p #1) ini berarti 6 faktor dari p--1. 


LATIHAN 4A 

1. Misalkan a bilangan bulat positif, Berapa nilai dari (a, 2a)? 

2. Misalkan a bilangan bulat positif, Berapa nilai dari (a, a-1)? 

3. Buktikan bahwa jika (ab) -1 dan a| ba maka a|c. 

4. Jika (a m)—(b, m) —1, maka buktikan bahwa (ab, m) —1. 

5, Tunjukkan bahwa jika a dan b bilangan bulat yang keduanya tidak nol, dan c 


bilangan bulat tidak nol, maka (ca, cb) - (c| (a, b). 


6. Berapa nilai dari (2 1h2 at p) dimana a dan b bilangan bulat relatif prima 


yang keduanya tidak nol. 
7. Tunjukkan bahwa jika a bilangan genap dan b bilangan ganjil, maka 


a 
(ab) - e »| . 
8. Gunakan algoritma euclid untuk menentukan FPB bilangan-bilangan berikut: 
e (45, 75) 
e (102 222) 
» (666 1414) 
9. Tunjukkan bahwa jika a dan b bilangan bulat positif, maka (a, bj | ja, bl. 


10. Tunjukkan bahwa jika a, b, dan c bilangan bulat, maka Ia, bJ| cjika dan 
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hanya jika ac & bc. 


11. Tunjukkan bahwa 101 bilangan prima. 

12. Nyatakan (252198) -18 sebagai kombinasi linear dari 252 dan 198. 

13. Tentukan bilangan bulat positif lebih dari 1 yang bersisa 1 ketika dibagi k 
untuk setiap 2x k «10. 

14. (OSK, Tipe 1&3/2011) Bilangan asli terkecil lebih dari 2011 yang bersisa 1 
jika dibagi 2,3,4,5,6,7,8,9,10 adalah - : 


2009 
15. (OSK 2009) Nilai dari /“ FPB (k, 7) adalah ... 
k-1 
16. (OSK 2008) Diketahui FPB (a, 2008) — 251. Jika a » 2008 maka nilai terkecil 
yang mungkin bagi a adalah : : 
17. (OSP 2010) Banyaknya anggota himpunan 


S- Irpaln3 41, n2 x3n49)| nez) adalah ... 


18. (OSP 2008) Banyak bilangan bulat positif n kurang dari 2008 yang 
mempunyai tepat n/2 bilangan kurang dari n dan relatif prima terhadapat n 
adalah ... 

19. (OSP 2007) Misalkan a dan b dua bilangan asli, yang satu bukan kelipatan 
yang lainnya. Misalkan pula KPK(a, b) adalah bilangan 2-angka, sedangkan 
FPB(a, b) dapat diperoleh dengan membalik urutan angka pada KPK(a, b). 
Tentukan b terbesar yang mungkin. 

IKPK : Kelipatan Persejutuan terKecil: FPB : Faktor (pembagi) Persekutuan 
terBesar) 

20. (OSP 2006) Misalkan d— FPB(7n--5, 5n-4) dimana n adalah bilangan asli. 
a. Buktikan bahwa untuk setiap bilangan asli n berlaku d —1 atau 3. 

b. Buktikan bahwa d-3 jika dan hanya jika n-3k--1, untuk suatu bilangan 
asli k. 

21. (OSP 2004) Notasi fpb(a, b) menyatakan faktor persekutuan terbesar dari 

bilangan bulat a dan b. Tiga bilangan asli a, « as « ag memenuhi 


foblaran,ag)-1, tetapi foblas,a,)»1 jika i# j, i,j-1,2,3. Tentukan 
(ay, an,ag) agar ay Hap - ag minimal. 

22. (OSP 2003) Misalkan x, y, z tiga bilangan asli berbeda. Faktor persekutuan 
terbesar ketiganya adalah 12, sedangkan kelipatannya persekutuan 


terkecil ketiganya adalah 840. Berapakah nilai terbesar bagi x #y #-z? 
23. (OSP 2002) Bilangan real 2, 525252... adalah bilangan rasional, sehingga 


dapat ditulis dalam bentuk Ga dimana m,n bilangan bulat, n - O. Jika dipilih 


m dan n relatif prima , berapakah m-n? 

24. (OSP 2012) Banyaka bilangan asli n « 100 yang mempunyai kelipatan yang 
berbentuk 123456789123456789 ...123456789 adalah .... 

25. (OSP 2013) Bilangan bulat positif a dan b yang memenuhi FPB(a,b)-1 dan 


#4 — bilangan bulat ada sebanyak .... 


5. Bilangan Kuadrat dan Kubik Sempurna 
Definisi 
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Bilangan cacah, n disebut bilangan kuadrat sempurna jika ada bilangan bulat m 
sedemikian sehingga n — m?. Dan biasanya hanya disebut kuadrat sempurna. 


Bilangan cacah, n disebut bilangan kubik sempurna jika ada bilangan bulat m 
sedemikian sehingga n — m'. Dan biasanya hanya disebut kubik sempurna. 


Sifat-sifat Dasar Bilangan Kuadrat Sempurna 

e Angka satuan yang mungkin dari bilangan kuadrat adalah 0, 1, 4, 5, 6, dan 9. 

e Jika faktorisasi prima n adalah n- p, i .Po “ suk ki , maka n disebut kuadrat 
sempurna & setiap az genap & rn) ganjil, dimana : (n) menyatakan 
banyaknya pembagi positif dari n. 

Setiap bilangan kuadrat sempurna dibagi 2, 3, atau 4 maka sisanya 0 atau 1. 
Setiap bilangan kuadrat sempurna dibagi 8 maka sisanya 0, 1, atau 4. 

Bilangan kuadrat sempurna ganjil harus mempunyai digit puluhan genap. 

Jika digit puluhan suatu bilangan kuadrat sempurna adalah ganjil, maka angka 
satuan bilangan kuadrat ini adalah 6. 

e Tidak ada bilangan kuadrat sempurna di antara dua bilangan kuadrat berurutan. 


«Jika p bilangan prima dan p| n maka p?| n?. 


Secara umum kita definisikan bilangan pangkat sempurna (a Perfect 
Power): 

Suatu bilangan cacah n dikatakan “a perfect power/pangkat sempurna”jika n - ms 
untuk suatu bilangan bulat m dan s, s - 2. 


Suatu bilangan cacah n disebut bilangan pangkat ke-s sempurna jika dan hanya jika 
semua eksponen dalam faktorisasi primanya dapat dibagi oleh s. 


Contoh 1: 

(CHINA/2002) Diketahui lima digit 2x9y1 adalah bilangan kuadrat. Tentukan nilai dari 
3x4 1Y. 

Pembahasan: 

Misalkan A? — 2x9y1. Karena 1412 -—19881« A? & 175? -30625» A?, sehingga 
141? « A? «1752, Angka satuan dari A yang mungkin adalah 1 atau 9. Sehingga, kita 
hanya mengecek bilangan 1512, 1612, 1712, 1592,1692. Sekarang kita menemukan 


bahwa 1612 — 25921, dan 4 bilangan yang lain tidak memenuhi. Sehingga 
X —55,y—-2—3x47y —29. 


Contoh 2: 


(CHINA/1991) Tentukan semua bilangan asli n sedemikian sehingga n? 191491 
merupakan kuadrat sempurna. 

Pembahasan: 

e Jikan » 10, maka n— 9 »0, sehingga 


n? 19n491- n? —20n4#1004(n—9) — (n-10)? #(n-9)» (n-10)2, dan 

n? 19n491-— n? -—18n4814(10—n) —(n—9)2 4 (10—n) « (n-9)2, sehingga 
(n—10)2 « n? —19n4 1 « (n—9)2, ini mengakibatkan bahwa n? —19n--91 bukan 
bilangan kuadrat. 
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e Jikan « 9, maka 
n? 191491 (10-n)? #(n-9) «(10-—n)?, dan 
n? -19n491-(9-—n)? 4(10-n)» (9-—n)?, sehingga 
(9 —n)? «n? —19n491« (10—n)?, ini mengakibatkan bahwa n? -19n491 bukan 
bilangan kuadrat. 
e Jikan — 9, maka 
n? 19n491-1 (Bilangan kuadrat) 
e  Jikan —10, maka 
n? 19n491-1 (Bilangan kuadrat) 


Jadi, n? 191491 merupakan kuadrat sempurna jika dan hanya jika n -9 atau n 
—10. 


Contoh 3: 

Tentukan semua bilangan bulat n sehingga n — 50 dan n 4 50 keduanya merupakan 
kuadrat sempurna 

Pembahasan: 

Misalkan n —50 —a? dann #50 — b?. 

Maka b? —a? —100, (b—ajlb-#a) — 22.50 

Karena (b-a) dan (b--a) bilangan yang berbeda dan mempunyai paritas yang sama, 
maka kemungkinan hanya b —a—-2&b #a— 50 (yakni, b-26 dana - 24). 

Jadi, nilai n yang memenuhi hanya n — 626. 


Contoh 4: 

(Romanian Mathematical Olympiad 2004) Tentukan semua bilangan bulat non-negatif 
n sedemikian sehingga ada bilangan bulat a dan b dengan sifat n? -—a4#b dan 

n' —a'4bo, 

Pembahasan: 

Dari ketaksamaan 2(a? #b”?) » (a4# b)?, kita peroleh: 2n? » nf, yakni n « 2. 
Sehingga perhatikan bahwa: 


e Untukn— 0, kita piliha - b- 0 

e Untukn— 1, kita piliha — 1, b- 0 

e Untukn— 2, kita piliha —- b- 2. 
Jadi, nilai n yang memenuhi adalah 0, 1, 2. 


Contoh 5: 


Buktikan bahwa bilangan 11...1122...22 5 merupakan kuadrat sempurna 
1997 1998 


Pembahasan: 
N —11...11 101999 4 22...22 10-45 
1997 1998 


5 0” 2g 04 A0 251) 10 5 
5 1997 2 
- 2 (10396 4 2.5.10198 4 25) — € (101298 H 51) — (-e) “en ii 


1997 


Contoh 5: 

Buktikan bahwa jika n kubik sempurna, maka n? # 3n # 3 bukan kubik sempurna 
Pembahasan: 

Andaikan n? 4 3n 4 3 kubik sempurna. 

Maka n(n? # 3n 4 3) adalah kubik sempurna. 
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Perhatikan bahwa: 
n(n? 4 3n4# 3) —n? 4 3n2 #3n — (n#1)? —1. 
Dan jelas bahwa (n #1)? — 1 bukan kubik sempurna. Hal ini suatu kontradiksi. 


Jadi, jika n kubik sempurna, maka n? 4 3n 4 3 bukan kubik sempurna 


Contoh 6: 
Misalkan m bilangan bulat positif. Tentukan bilangan bulat positif n sedemikian 
sehingga m #n #1 kuadrat sempurna dan mn #1 kubik sempurna. 
Pembahasan: 
Pilih n —- m2? #3m #3, kita memiliki: 

m#t#n41—m'44m4#4— (m4 2) 
dan 

m4#1—m' 43m243m4#1— (m-4- 1). 


LATIHAN 5A 

1. (OSK, Tipe 2/2012) Bilangan bulat positif terkecil a sehingga 4a #- 8a #12a #---- 
2012a merupakan kuadrat sempurna adalah .... 

2. (OSK, Tipe 1 &3/2011) Bilangan bulat positif terkecil a sehingga 
2a-4a-6a-...-200a merupakan kuadrat sempurna adalah ... 


3. (OSK 2010) Diketahui bahwa tepat 1 bilangan asli n sehingga n? 4n42010 
merupakan kuadrat sempurna. Bilangan asli n tersebut adalah .... 

4. (OSP 2012) Diberikan bilangan prima p » 2. Jika S adalah himpunan semua 
bilangan asli n yang menyebabkan n? # pn merupakan kuadrat dari suatu 
bilangan bulat maka S -..... 

5. (OSP 2005) Bilangan tiga-angka terkecil yang merupakan bilangan kuadrat 
sempurna dan bilangan kubik (pangkat tiga) sempurna sekaligus adalah : : : 

6. Tentukan jika ada bilangan asli k sedemikian sehingga jumlah dua bilangan 
3k? 43k-—4 & 7k? —3k41 merupakan kuadrat sempurna. 

7. Jika (x—1)(x43)(x—4)(x —8)-m merupakan kuadrat sempurna, maka nilai m 
adalah ... 

8. (CHINA/2006) Jika n-20 & n-—21 keduanya merupakan kuadrat sempurna, 
dimana n bilangan asli, maka nilai n sama dengan ... 

9. Jika jumlah 2009 bilangan bulat positif merupakan kuadrat sempurna dan 
misalkan bilangan terbesar dari 2009 bilangan tersebut adalah M, Tentukan nilai 
minimum dari M. 

10. (CHNMOL/2004) Tentukan banyaknya pasangan bilangan bulat positif (x,y) , 
sehingga N-23x--92y maerupakan kuadrat sempurna yang kurang dari atau 
sama dengan 2.392. 

11. (OSP, 2013) Banyaknya bilangan bulat positif n yang memenuhi n? — 600 
merupakan bilangan kuadrat sempurna adalah .... 


6. Kongruensi/Modulo 
Konsep tentang kongruensi ini banyak digunakan dalam menyelesaikan soal-soal yang 
berkaitan dengan mencari sisa suatu bilangan jika dibagi dengan bilangan lain atau 
mencari angka satuan suatu bilangan. Dan sebagian besar soal tentang teori bilangan 
pada olimpiade matematika sering menggunakan konsep kongruensi ini. Sebenarnya 
konsep ini telah diberikan pada waktu di SD, yaitu konsep bilangan jam. Mari kita 


pelajari konsep ini secara mendalam dan aplikasinya juga. 
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Definisi 
Misalkan m bilangan bulat tidak nol. Jika a dan b bilangan bulat, kita katakn bahwa a 
kongruen b modulo m jika m| (a—b). 


Jika a kongruen b modulo m, kita notasikan sebagai a- b (mod). Jika m 4 (a — b) 
, kita katakan bahwa a dan b tidak kongruen modulo m, dan kita notasikan sebagai 
a#b(modm) 


Secara umum, a 5 a (mod m) untuk sebarang m 5 0 dana 5 0 (mod m) jika mla. 


Contoh 1: 
Kita memiliki 22 -4 (mod9) karena 9 (22-4) -18. Dan juga 3 - -6(mod9): 


200-2(mod9). Tetapi, 3 #5 (mod9) karena 9 4 (3— 5). 


Teorema 1 

Jika a dan b bilangan bulat, maka a-b(modm) jika dan hanya jika ada suatu 
bilangan bulat k sedemikian sehingga a- km-- b. Dari teorema ini, kita dapat katakan 
bahwa jika a-b(modm), maka Kita sama saja mencari sisa b ketika a dibagi oleh m. 
Bukti: 

Jika a-b(modm), maka m| (a—b). Ini berarti ada suatu bilangan k sedemikian 


sehingga a-b-km & a-km-b (terbukti. 


Contoh 2: 

Buktikan bahwa (am--b)" —b" (modm) 

Bukti: 

Membuktikan bahwa (am--b)" -b" (modm) sama artinya dengan membuktikan ada 


suatu bilangan bulat k sehingga (am--b)" -km4wb" Ss (am-b)" —b" -km. 
Perhatikan bahwa: 
(am4 b)” —b" — lam)" #nfam)”—T b4-...#nfam)jb"T 4" —b" 


n-2 | .#na 6” Jm 


— latam)”— 4 nbatam) 
—- km (terbukti). 
Rumusan pada contoh 2 di atas dapat digunakan menentukan sisa pembagian 


bilangan yang relatif besar. Untuk aplikasinya, perhatikan contoh 3 di bawah ini. 


Contoh 3: 

Tentukan sisa pembagian jika 82002gibagi oleh 7. 
Pembahasan: 

G2002 5 (f7 si) V0 (mod 772100 (mod7)—ilmod7) 
Jadi, sisa pembagiannya adalah 1. 


Teorema 2 

Misalkan a,b,c,d,m, dan n merupakan bilangan bulat, mz0, a- blmod m), 
c-d(modm). Maka 

a. atc-btd(modm) 


b. ac- bd(modm) 
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c. aa"! —b" (modm) 


d. 


(mod m). 


2 1g 


(m,n) —1, maka 5 


Contoh 4: 

Tentukan sisa ketika 27? 4 14? dibagi oleh 11. 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 

222 (mod11) 

5 225 4(mod11) 


DS 215 42 516-5(mod11) 

& 285 52-25-53 (mod11) 

5 2105 3,2251251(mod11) 
5 2/05 1 (mod11) 

5 20 2? 5 8 (mod 11) 

5. 2-5 Bimo 11) sasa (1) 


Untuk 143 — (11 4-3)? 5 38 — 27 — 5(mod11) ...(ii) 
Dari (i) dan (ii), kita peroleh: 
273 1148 5845513 2 (mod 11) 


Jadi, sisanya adalah 2. 


Contoh 5: 


Tentukan sisa pembagian jika 32003 dibagi oleh 26. 
Pembahasan: 


32003 — (33 32 — 2719 — (1.26 41) .9 517.9 (mod 26)-9 (mod 26) 
Jadi, sisanya adalah 9. 


Contoh 6: 


Tentukan sisa pembagian jika 197820 dibagi oleh 125. 
Pembahasan: 


197820 —(16.125-—22)20 —(-22)20 (mod125)-484'0 (mod125) 
125-16)'9 (mod125) 
-16)' (mod125) 


(-—2 
(4 
(- 
256” (mod125)-(2.125-46)” (mod1i25)-6” (mod125) 
2 
2 


5 35 (mod125)-32(-7)(mod125) 
6 (mod125) 


Jadi, sisanya adalah 26. 


Contoh 7: 


Tentukan sisa jika 6'987 dibagi oleh 37. 
Pembahasan: 


62 -—1(mod37). 
GT gg TAG (62) — 6(-1)”23 —-—6 -31(mod37) 
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Contoh 8: 


7 
Tentukan angka satuan dari 7' . 
Pembahasan: 


7 i 
Untuk mencari angka satuan dari 7” , kita harus mencari 7” (mod10). Perhatikan 
bahwa 72 ——1(mod10): 78 -72.7 -—7 -3(mod10): dan Pai - Ff - 1(mod10). 


Dan juga 72 -1(mod4): 7' — G2 —- 3 (mod4), ini berarti ada suatu bilangan bulat 
t sedemikian sehingga 7' —4t 3. Sekarang, perhatikan bahwa: 


7 t 
7 273 -4) 78 -113-3 (mod10) 
Jadi, angka satuannya adalah 3. 


Contoh 9: 
(CHINA/2004) Jika bilangan tiga digit dibagi oleh 2, 3, 4, 5 dan 7, bersisa 1. Tentukan 
nilai minimal dan maksimal bilangan tiga digit tersebut. 
Pembahasan: 
Misalkan x adalah bilangan 3 digit dengan sisa 1 jika dibagi 2, 3, 4, 5, dan 7. Maka 
X—1 habis dibagi oleh 2, 3, 4, 5, dan 7. Sehingga, 

x—1-k.(2,3,4,5,7|-420k, untuk suatu k bilangan asli. 
Jadi, nilai minimal x adalah 420-1-421, dan nilai maksimal untuk x adalah 
420.24-1-841. 


Contoh 10: 

Diketahui bahwa 2726, 4472, 5054, 6412 mempunyai sisa yang sama jika masing- 
masing bilangan tersebut dibagi oleh suatu bilangan asli dua digit m. Tentukan nilai 
dari m. 

Pembahasan: 

Karena tidak memberi pengaruh terhadap sisa yang tidak diketahui, maka tiga selisih 
yang disusun dari empat bilangan dapat digunakan untuk mengganti empat bilangan 
yang sebenarnya pada soal. Maka, 


m (4472-2726) — m 1 746.  1746-2.32.97 


m| (5054-4472)—m|582.  582-2.3.97 
m| (6412-5054) —m|1358.  1358-2.7.97 


Karena 97 merupakan pembagi sekutu tunggal dari selisih-selisih yang disusun dari 
empat bilangan pada soal, Jadi m-97. 


LATIHAN 6A 
1. (OSK, Tipe 3/2012) Tentukan angka satuan dari (20127212. 


(Seleksi Awal IMO Hongkong/1991) Tentukan angka satuan dari 19971911 


2 
3. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1990) Tentukan sisa jika 21290 dibagi oleh 41 
4. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Tentukan angka satuan dari bilangan 

n 142413! 441... 1989 


5. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Berapakah sisa jika 184281381... 119908 
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oleh 7. 

6. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1989) Misalkan a,, -6" 18", tentukan sisa 
pembagian ay gggoleh 49. 

7. (Seleksi Awal IMO Hongkong/1998) Tentukan bilangan bulat positif terkecil n 
sedemikian sehingga 1997” —1 habis dibagi oleh 21998, 


8. (OSK 2009) Jika 10999999998 dibagi 7, maka sisanya adalah ... 
9. (OSK 2005) Mana di antara 5 ekspresi berikut yang angka terakhirnya berurut- 
turut bukan 5, 6, 8, 9, atau 0? 


6 9 


5 8 10 
5 6 8 9 10 
i) 5S ii) 68 fi) 88 iv) 9? v) 1010 
43 
10. (OSP 2002) Berapa sisa pembagian 4348” oleh 100? 


11. (CHINA/2000) Tentukan sisa, jika 32000 dibagi oleh 13. 
12. (SSSMO/J/2001) Tentukan bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga 


269  k habis dibagi 127. 

13. (SSSMO/2003) Berapakah sisa pembagian jika bilangan GA a13 dibagi oleh 
bl NN 20072009 

14. Tentukan sisa, jika bilangan 2005 dibagi oleh 7. 

15. (SSSMO/1997) Tentukan bilangan bulat positif terkecil n sedemikian sehingga 
1000x ns1100 dan 1111” 1222” 41333” 41444" habis dibagi 10. 


16. Tentukan dua digits terakhir bilangan 2999, 
17. (CHINA/2001) Tentukan banyaknya bilangan bulat positif n, sedemikian sehingga 
jika 2007 dibagi n yang bersisa 7. 


18. (SSSMO/1999) Berapakah sisa dari 123456789" jika dibagi oleh 8. 
19. (OSK, Tipe 3/2011) Jika n-201 12 122011 maka digit satuan dari n? adalah ... 
20. Buktikan bahwa 7 (22225555 1 55552222) 


27 
21. Tentukan sisa dari 4787 ketika bilangan tersebut dibagi 11. 
22. (CHINA/1990) Berapakah sisa jika 9'990 dibagi oleh 11? 
23. (SSSMO/2000) Tentukan angka satuan dari 3'999 72000 4 72001 


14 
24. Tentukan dua digit terakhir dari 14'4 


Fungsi Euler 
Definisi 
Untuk setiap bilangan bulat positif n, kita definisikan 
pn) — banyaknya bilangan bulat positif yang tidak lebih dari n dan relatif 
prima terhadap n. 


Dari definisi di atas, jelas bahwa H(1) —1 dan untuk sebarang bilangan prima p, 
maka p(p) —p»-—1. 


Lebih lanjut, jika n bilangan bulat positif sedemikian sehingga p(n) - n—1, makan 
bilangan prima. 


Contoh 11: 
p(12) — 4 karena 1,5,7,11 relatif prima terhadap 12 
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p(16) — 8 karena 1,3,5,7,9,11,13,15 relatif prima terhadap 16. 


Teorema 3 
Misal a, b bilangan asli saling relatif prima, p suatu bilangan prima dan m bilangan 
bulat positif. Maka: 


“ #ab)- da) Mb) 

C dp”)- ppi 

Contoh 12: 

Y P3)-2, A4) -2— A12)—4 
Y 916)-9e4)-24-28-8 

Y 9360) -9l23 325)- yo )pl32)ptoy —lo3 —22 (62 —3)(61 —50 )- 9. 
Teorema 4 (£ulers Theorem) 


Misal a dan n bilangan asli relatif prima. Maka 23 —1 (mod n) 


Contoh 13: 
Karena (3,100)-1, #ltoo)- #22 )v (52)- (22 —21)52 —51)- 40. 
Jadi, 340 — 1(mod100) 


Jika p adalah prima, maka #(p)- p—1, kasus khusus untuk teorema 4 adalah teorema 
berikut: 

Teorema 5 (Fermet Little Theorem) 

Misal p bilangan prima dan (2,p)-1. Maka aP -1(modp) 


Bentuk aP1 —1(modp) ekuivalen dengan a? — a(modp). 


Contoh 14-a: 
Karena 2003 bilangan prima dan (1234, 2003) -1, maka 12342902 — 4 (mod2003) 


Contoh 14-b: 

Jika p bilangan prima dan (a,p) — 1, buktikan bahwa a?”" "@-2 — 1 (mod p"). 
Pembahasan: 

Dengan menggunakan teorema fermat kita mempunyai, aP” 1! 5-1 (modp).... (") 


Sebelum kita melanjutkan pembahasan ini, kita akan membuktikan satu teorema yang 
akan dipakai pada pembahasan ini. 
Jika m — 1 (modp"), maka m? 51 (modp"t1), dimana n » 0 dan p prima. 
Bukti: 
Dari m1 (modp"), maka m—-1-#-ap", untuk suatu a bilangan bulat. 
Perhatikan bahwa np 2 n #1. 
Jelas bahwa, m? 5 44-ap")? —-..—-.-.—14pp1 
. mP 5 1(modp"1). 


Dengan menggunakan teorema di atas, 
mM — Tmdd pp Jeramkah (“Xx) 
Dari (“) dan (“X) , maka kita peroleh: 
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aPP-) 51 (modp”) 
aP P-1) — 1 (modp3) 


ap" P-1) 5 1 (modp") 


Contoh 14-c: 

Tunjukkan bahwa n' —n habis dibagi oleh 42. 
Pembahasan: 

n' —n—nfnS—1) —n(n” 1 —1) dan 7 prima. 
Dengan menggunakan teorema fermat, kita peroleh: 
n —nEnn'1—1)2n.05 0 (mod 7). 


Sekarang perhatikan bahwa: 

n' —n—nnS —1) —nn#1)(n —1) 4? 41). 

Kita tahu bahwa n(n #1)(n — 1) merupakan 3 bilangan bulat berurutan, maka 
bilangan ini pasti habis dibagi 3! - 6. Sehingga n' —n habis dibagi 6. 


Karena (7,6) -1, maka n' —n habis dibagi oleh -(6.7) - 42. 


Teorema 6 (Wilson's Theorem) 
Jika p adalah bilangan prima, maka (p-1)—-0 (mod p), yakni (p-1)!:- kelipatan 
dari p. 


Contoh 15: 
Perlihatkan bahwa 12!- —1 (mod13). 


Pembahasan: 
Karena 13 bilangan prima, berdasarkan Teorema Wilson kita peroleh: 
121-0(mod13) &-121- —1 (mod13) (terbukti). 


Teorema Sisa China 

Jika by, bo, ..., bx bilangan bulat dan my, mb, ..., Mk pasangan bilangan relatif prima, 
x— by (modm,) 
x— bp (modmp) 


maka sistem | mempunyai solusi tunggal modulo Mm4mb... mp. 


Xx — bp (modmp) 


Ingat bahwa b dikatakan invers dari a modulo njika ab-1(modn). Sekarang, 


(my, M)-1, untuk semua j-1,2,3 ..., k, dimana Mj 5 Buk . Karenanya Mj 
J 
mempunyai inverse modulo mj, yang dinotasikan dengan Mj. Maka solusi untuk 


sistem persamaan pada teorema di atas, yakni: 


X — biM My 4 boMo Mp 4... #bxMp Mk » 
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Contoh 16: 

Tentukan semua bilangan bulat x sedemekian sehingga x -2 (mod3) x-3 (mod5), 
x-4(mod7). 

Pembahasan: 

Karena 3, 5, 7 pasangan bilangan yang relatif prima, Berdasarkan teorem sisa china 
maka ada solusi tunggal modulo (3.5.7-105) 

Sekarang mM — 3, Mo 5 M3 57, M4 2 85, Mp — 21 M3 515, M4 2 M5 —1, M3 1 
jadi salah satu solusi untuk x adalah x—-2.35.243.21.144.15.1- 263. 

Perhatikan bahwa 263 -53 (mod105) Sehingga solusi umumnya adalah 

Xx —53-4105t untuk sebarang bilangan bulat t. 


LATIHAN 6B 
Tentukan digit teakhir dari 3”9. 
Tunjukkan bahwa 519 — 310 habis dibagi 11. 


Tentukan dua digit terakhir dari bilangan 172902 
Tentukan sisa pembagian jika 52007 dibagi 41. 
Tentukan sisa jika 3'999 dibagi oleh 47. 
Tentukan sisa jika 2120 dibagi oleh 1990. 


Tentukan dua angka terakhir dari 91 2999 
Buktikan bahwa pangkat 8 dari sebarang bilangan bulat selalu berbentuk 
17m atau 17m-41 untuk suatu m bilangan bulat. 


Pe ea 


An— 
9. Misalkan 4 -—4, ar, —4 uni ,n51. Tentukan sisa jika a499 dibagi 7. 
31000 
77 2g 


10. Tentukan dua digit terakhir dari bilangan 


11. Tentukan dua digit terakhir dari bilangan 
12. Tentukan dua digit terakhir dari 24901 jika 34 —7, ah -71-. 
xs1(mod3) 
13. Selesaikan sistem !x - 2 (mod5). 
x 23 (mod7) 
14. (IMO ke-6) 
a. Tentukan semua bilangan bulat positif n sedemikian sehingga 7 membagi 
27” —1 
b. Buktikan bahwa untuk sebarang bilangan bulat n, bilangan 2" -- 1 tidak dapat 
dibagi 7. 


15. Jika p bilangan prima ganjil, maka sisa ketika (p — 1)! Dibagi oleh p(p — 1) adalah 
p-1. 
16. Jika p adalah bilangan prima ganjil, maka untuk sebarang bilangan bulat positif, 
n Sp, (n— 1)! (p —n)! 5 (—1)" (modp). 
17. Misalkan p bilangan prima ganjil. Buktikan bahwa 12.3? ..... (p — 2)? — 
pt1 
(-1)2 (modp) 
dan 
pt1 
22.42 ..(p—1)2 5 (—1)2? (modp). 
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7. Persamaan Bilangan Bulat 
a. Persamaan Diophantine Linear 
Definisi 
Misalkan a, b, dan c adalah bilangan-bilangan bulat. Persamaan Diophantine 
berbentuk ax- by-c disebut Persamaan Diophantine Linear dan setiap 


pasangan bilangan bulat (x,y) yang memenuhi ax-by-c disebut solusi. 


Teorema 1 
Persamaan Diophantine ax-by-c mempunyai solusi jika FPBI(a, b) | C. 


Teorema 2 
Jika FPB(a, b)-1, maka Persamaan Diophantine ax- by- c selalu mempunyai 


sedikitnya satu solusi bilangan bulat. 


Teorema 3 
Jika X9, Yo solusi bilangan bulat khusus dari Persamaan Diophantine ax-by-c, 


maka solusi bilangan bulat umum persamaan ini adalah 


“X0 Panai! 
Si ) untuk sebarang bilangan bulat t. 

— Yo -——— 

Y Yo FpBtab) 


Contoh 1: 

Hitung banyak bilangan bulat 1x nx 100 yang dapat dinyatakan dalam bentuk 
6x -8y untuk suatu bilangan bulat x dan y. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa FPB(6, 8)-2. Oleh karena itu menurut teorema 1 di atas, hanya 
bilangan yang terbagi 2 yang dapat dinyatakan dalam bentuk 6x--8y untuk suatu 
bilangan bulat x dan y. Dalam hal ini, 1x nx 100 yang terbagi 2 ada 50 bilangan. 


Contoh 2: 
Tentukan solusi umum dari persamaan diophantine 21x -14y — 70. 


Pembahasan: 
Karena FPB(21,14)—7 dan 7| 70 maka persamaan tersebut mempunyai tak 
hingga banyak solusi bilangan bulat. 


Perhatikan, untuk menemukan solusi umumnya kita menggunakan algoritma 
euclid: 1. 21-4(—1).14—7, sehingga 10. 21--(—10).14— 70. Jadi, 


X9 “10 & Yg --10 adalah solusi khusus, sehingga solusi umum dari persamaan 
diophantine, berbentuk x —10--2n, y-—10-3n dimana n suatu bilangan bulat. 


Contoh 3: 
Tentukan x dan y bulat positif yang memenuhi 7x-4-5y —100. 


Pembahasan: 
FPB(7,5)-1, menurut teorema 2 di atas, maka persamaan ini mempunyai 
sedikitnya satu solusi. Dengan mudah bisa kita tulis 
1-3.7—4.5 
100 — 300. 7 — 400.5. Maka x5, -300, y5 -—400. 
Solusi umumnya adalah 
X—3004-5n  y-—400-—7n. 
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Karena yang diminta x,y bulat positif, maka haruslah 
300-51n»-0&-400-—7n»0 yaitu —-60« n« 57. 
Jadi, persamaan diophantine 7x-5y -100 mempunyai tepat dua solusi bulat 
positif yaitu : 

n-—59—5x-—5,y—13 

n-—585— x-10,y-6' 


LATIHAN 7A 

1. Untuk masing-masing persamaan diophantine linear, tentukan semua solusi 
bulat atau tunjukkan jika tidak ada solusi bulat. 
a. 2x45y—11 
b. 17x413y —100 
Cc. 21x414y —147 
d. 60x4-18y—97 

2. (CHINA/2001) Tentukan semua solusi bulat positif untuk persamaan 
12x45y —125. 

3. Diketahui bahwa bilangan bulat positif x-1 dan y memenuhi persamaan 
2007x —21y -1923. Tentukan nilai minimum dari 2x-3y? 


4. (CHINA/2007) Diketahui persamaan Ta-a £x4140 mempunyai solusi 


bulat positif, dimana a suatu parameter. Tentukan nilai minimum bilangan 
bulat positif dari a. 

5,  (AHSME/1989) Diketahui n bilangan bulat positif, dan persamaan 
2X4#-2y4#z—n mempunyai 28 solusi bulat positif untuk (x,y,z). Maka nilai n 
adalah ... 

6. Tentukan solusi bulat dari persamaan diophantine 13x —7y —-0 yang 
memenuhi kondisi 80 « x#- y «120. 

7. Berapa banyak cara berbeda perangko seharga 81 cents dapat diganti 
dengan menggunakan perangko seharga 4 cents dan 7 cents saja? 

8. Berapa banyak solusi bulat dari persamaan —-20x -16y —12, (x/x10, 
Iyix10? 

9. (AHSME/1992) Jika k bilangan bulat positif sedemikian sehingga persamaan 
dalam variabel x: xx—-12 — 3k mempunyai akar-akar bulat, maka banyaknya 
nilai k yang mungkin adalah ... 


10. (SSSMO/J/2002) Dua bilangan bulat positif A dan B memenuhi A1 - 5. 
Tentukan nilai dari A? 4 B?. 
11. (CHINA/1997) Diketahui m,n bilangan bulat yang memenuhi 3m-2-5n-3 
dan 30x 3m--2« 40, tentukan nilai dari mn. 
12. Diketahui bilangan 4 digit dan jumlah semua digit-digitnya 2006, tentukan 
bilangan 4 digit tersebut. 
13. (SSSMO/J/1997) Andaikan x, y, dan z adalah bilangan bulat positif 
sedemikian sehingga x » y » z» 663dan x, y, dan z memenuhi 
X4y4z-1998 
ba 
14. (OSK 2010) bil TES ATA hi 2x5 —2010 
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sebanyak .... 
15. (OSK 2006) Banyaknya solusi pasangan bilangan bulat positif persamaan 
3x4#5y —-501adalah ... 


b. Persamaan Diophantine non-Linear 
Persamaan jenis ini sangat banyak bentuknya, kita tidak mungkin 
mengkarakteristik satu per satu. Berikut akan dibahas melalui beberapa contoh 
soal dan metode penyelesaiannya. 


Contoh 4: 
Berapa banyak pasangan terurut bilangan bulat (x,y) yang memenuhi kondisi 


Oxcxcy 
IK 998 -x 4 y 
Pembahasan: 
Karena .! y- J1998 —/x , kuadratkan kedua ruas, kita peroleh 
y-19981x—6-/2.3.37x. Karena y bilangan bulat, maka haruslah x berbentuk: 
X— (2.3.37)k2. Jelas bahwa nilai k yang memenuhi adalah k—1, sehingga kita 
peroleh x-222 dan y-888. Jadi, banyak pasangan terurut (x,y) adalah 1. 


Contoh 5: 
Berapa banyak pasangan bilangan asli (x,y) sedemikian sehingga x? — y? -64? 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa (x—y) (x4#y) — 64. Karena x dan y bilangan asli, dan x»y (dari 


persamaan di soal), serta (x-y), (x#ty) keduanya juga bilangan asli, dengan 
X—-yx«x-4y. Dengan mendaftar faktorisasi dari 64: 64 -1.64-—-2.32—4.16 —8.8. 


Untuk menentukan nilai x dan y, perhatikan tabel berikut: 


X—y KEY X y Ket 
1! 64 65/2 63/2 TM 
2 32 17 15 M 
4 16 10 6 M 
8 8 8 0 TM 


Jadi, Ada 2 pasangan bilangan asli yang memenuhi kondisi pada soal, yaitu 
(17,15) dan (10,6). 


Contoh 6: 
Jika x dan y bilangan asli sedemikian sehingga x- y- xy — 9, berapa 
kemungkinan nilai terbesar untuk xy? 
Pembahasan: 
Perhatikan bahwa: 

X4 y4xy —9 

X4-14y4 xy —10 

(X#1) (y-#-1)-10 
Perhatikan bahwa (x-#-1) dan (y#1) keduanya bilangan asli. Kita mendaftar 
faktorisasi dari 10 sebagai perkalian dua bilangan asli. Kita dapat memilih x-y. 
Jadi, (x-#1) (y4#1)—-10—-10.1-5.2. Sekarang x “1-10, y-1—-1 maka 
X-9, y—-0eN, (9,0) bukan pasangan solusi untuk soal ini. Kemudian untuk 
X#1—5, y#1—-2 maka x-4, y-1. Nilai terbesar untuk xy-4.1-4. 
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LATIHAN 7B 
1. Berapa banyak pasangan bilangan asli (x,y) yang memenuhi persamaan 
X4-y 5—xy? 
2. Berapa banyak pasangan (x,y) yang memenuhi persamaan 
1.1 
- —,XYyeN? 
: 4 7 2 x.ye 
3. Tentukan banyaknya solusi bulat (x,y,z) dengan xz y# z, dari persamaan 
Wa -12. 


4. Andaikan a, b, dan c bilangan bulat positif berbeda sedemikian sehingga 
abc ab- ac4# bc4- a4-b--c—1000. Tentukan nilai dari a- b-c. 

5. Banyaknya pasangan tripel (a,b,c) sedemikian sehingga 
at2b-c&a? wb? —c”? serta ab,ceN adalah... 

6. Berapa banyaknya pasangan terurut (a,n) dimana a,ne N yang memenuhi 


persamaan n! 10 -—a? ? 
7. (SSSMO/J/2008) Misalkan n bilangan bulat positif sedemikian sehingga 

n2 419n-48 merupakan bilangan kuadrat sempurna. Tentukan nilai dari n. 
8. (CHINA/2003) Tentukan solusi bulat dari persamaan 6xy -4x-9y-7-0. 


9. (SSMO/J/2004) Tentukan banyaknya sa terurut dari bilangan positif 
1-4 
(x,y) yang memenuhi persamaan Pu PP — Sang 
10. (SSMO/J/2009) Tentukan nilai terkecil dari bilangan bulat positif m 
sedemikian sehingga persamaan x? 4 2(m45) x4-(100m--9) —0 hanya 
mempunyai solusi bulat. 
11. (CHNMOL/2005) p, g adalah dua bilangan positif, dan dua akar-akar dari 


2 
2 PN, 112 (p49)116- 0 adalah p dan 


persamaan dalam variabel x, x 


g juga. Tentukan nilai p dan g. 
12. (CHNMOL/2003) Diketahui bilangan bulat a, b yang memenuhi persamaan 


1 1 
a b 11 1 2 Aa 
Tana E pjg tetutan nilai dari a--b. 
ab a b A2 hp? 
13. (CHNMOL/1995) Banyaknya solusi bulat positif (x,y,z) yang memenuhi sistem 
pa yz—63 
persamaan 3 
Xz24yz —23 


1260 


a? ta-6 


suatu bilangan bulat positif. Tentukan nilai a. 
15. (SSSMO/J/2004) Misalkan x, y, z, dan $ dj bali sah bilangan bulat 


positif berbeda sedemikian sehingga x2 — ye —72 —w? -81. Tentukan nilai 
dari xz- yw- xw- yz. 
6. (CHINA/2003) Tentukan banyaknya solusi bulat tidak nol (x,y) yang 


14. (CHINA/2003) Diketahui adalah bilangan bulat positif, dimana a 


ka 
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26. 
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32. 


33. 


34. 
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15.5 2 
memenuhi persamaan Ta 2: 


xy XX 
(CHINA/2001) Tentukan banyaknya solusi bulat positif untuk persamaan 


X1 3 
3 y 


(CHINA/2001) Tentukan banyaknya solusi bulat positif dari persamaan 

2 3 A1 

x y 4 

(SSSMO/2005) Berapa banyak pasangan terurut bilangan bulat (x,y) yang 
memenuhi persamaan x” 4 y” -2x4y) -xy? 

(SSSMO/2003) Misal p bilangan prima sedemikian sehingga 

x? —px—580p-0 mempunyai dua solusi bulat. Tentukan nilai dari p. 
(OSK, Tipe 1&3/2011) Bilangan bulat positif terkecil a sehingga 2a 4 4a - 
6a #-...# 200a merupakan kuadrat sempurna adalah .... 

(OSK, Tipe 3/2011/OSP 2008/Seleksi Awal IMO Hongkong/1999) Tentukan 


nilai dari 3x2y? jika x dan y adalah bilangan bulat yang memenuhi 


persamaan y2 w3x”y? -30x” 4517. 

(OSK 2010) Diketahui bahwa ada tepat 1 bilangan asli n sehingga 

n2 4n42010 merupakan kuadrat sempurna. Bilangan asli n tersebut adalah 

(OSK 2010) Diketahui p adalah bilangan prima sehingga terdapat pasangan 

bilangan bulat positif (x,y) yang memenuhi x? 4 xy -2y? 430p. Banyaknya 

pasangan bilangan bulat positif (x,y) yang memenuhi ada sebanyak ... 

(OSP 2010) Banyak bilangan bulat positif nx 100, sehingga persamaan 

3xy —1 
X4 Y 

(OSP 2009) Diketahui k, m, dan n adalah tiga bilangan bulat positif yang 


— n mempunyai solusi pasangan bilangan bulat (x,y) adalah ... 


memenuhi Km — £ Bilangan m terkecil yang memenuhi adalah ... 


(OSK 2007) Semua pasangan bilangan bulat(x,y) yang memenuhi 
X4 y-xy-—1 dan xsy adalah... 

(OSP 2007) Di antara semua solusi bilangan asli (x,y) persamaan 
Le ARA xy — 54, solusi dengan x terbesar adalah (x,y)-... 

(OSK 2005) Tentukan banyaknya pasangan bilangan bulat positif (m,n) yang 
merupakan solusi dari persamaan Ia JP 


(OSP 2005) Banyaknya pasangan bilangan bulat (Xx, y) yang memenuhi 

persamaan 2xy — 5x #y — 55 adalah ---- 

(OSP 2005) Barisan bilangan asli (a, b, c) dengan a 2 b 2 c, yang memenuhi 

sekaligus kedua persamaan ab #- bc -44 danac #-bc -23adalah :-:-: 

(OSK 2004) Jika x dan y dua bilangan asli dan x #y 4 xy - 34, maka nilai 

XP YA ban 

(OSK 2002) Berapa banyak pasang bilangan bulat positif (a,b) yang 

memenuhi u 4 t: ——? 
a b 6 

(OSK, Tipe 1, 2 &3/2012) Banyaknya pasangan bilangan asli berbeda yang 


- 157 -Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


8. 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


35. (OSK, Tipe 2/2012) Pasangan bilangan asli (a,b) yang memenuhi 4a(a #1) — 
b(b-4#3) sebanyak ... 

36. (OSK, Tipe 3/2012) Banyaknya pasangan solusi bilangan bulat positif yang 
memenuhi —4 £ — 1 adalah... 

37. (OSK, Tipe 1/2012) Banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi (n — 1)(n — 
3)(n —5)...(n — 2013) — n(n #2)(n #4)...(n #2012) adalah .. 

38. (SP 2012) Banyaknya pasangan bilangan bulat (x, y) yang memenuhi 

Ft adalah ... 

39. (OSP 2012) Jika m dan n bilangan bulat positif yang memenuhi m? #-ns — 

252, maka m4#-n— 


Fungsi Tangga 

Fungsi tangga yang kita bahas, dalam buku ini ada 2 jenis. Jenis-jenis tersebut yang 
sering digunakan dalam menyelesaikan soal-soal olimpiade atau sejenisnya. Fungsi 
tersebut adalah Fungsi floor (pembulatan ke bawah) dan ceiling (pembulatan ke 
atas). 


Definisi 1 

Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nilai fungsi floor x dinotasikan dengan Lx) 
merupakan bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama dengan x. 

Definisi 2 

Untuk sebarang bilangan real x, Nilai x—| x |, dinotasikan dengan (x! dan disebut 
dengan bagian decimal dari x. 

Definisi 3 

Misalkan x adalah sebarang bilangan real. Nilai fungsi ceiling x dinotasikan dengan 
rd merupakan bilangan bulat terkecil yang lebih dari atau sama dengan x. 


Contoh 1: 
121/-2 (211-041, (2,1|-3. Sedangkan |(-3,9 (- 4, (-3,9!-011, (-3,9|-— 


Berikut ini sifat-sifat yang berkaitan dengan fungsi tangga: 
1). Jika a dan b bilangan bulat, b » 0, dan g hasil bagi jika a dibagi oleh b, maka 


1 


2). Untuk sebarang bilangan real x dan sebarang bilangan bulat n, |xw-n|-|xJ-n 
dan (xen|-Ixlen. 
3). Untuk sebarang bilangan real positif x dan sebarang bilangan bulat positif n, 


banyaknya kelipatan positif dari n yang tidak lebih dari x adalah £ | 


4). Untuk sebarang bilangan real x dan sebarang bilangan bulat positif n, 
bd. x 
Ka 
5). Osxfxic1, dan (x!-0 jika dan hanya jika x bilangan bulat. 


6). Untuk sebarang bilangan real x, | x|-|x 1. 
7). Untuk sebarang bilangan real x, x-—1«|x (s xe|xJat atau x—1e| x Is xeoel. 
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-|x|-4 — jikax bukanbilanganbulat 
8). (-xJ- Te 
—|x jikax bilanganbulat 
9). Untuk sebarang bilangan real x dan y, |(x -|y Islxwyl 
10). Untuk sebarang bilangan real x,y 20, (x || yIsxyJ. 


Contoh 2: 
Tentukan semua bilangan bulat positif n sehingga AA 1 i| membagi 111. 
Pembahasan: 


Pembagi positif dari 111 adalah 1, 3, 37, 111. Sehingga kita bagi kasus-kasus seperti 
berikut: 


y Jan s1 Ti 2 51111021, jadi nx7. 


y Jantil-3 530111 ca 531 c111041, jadi n-4. 


v aa I- 37 &-37411138 &»37" x1114381, jadi tidak nilai n yang 
memenuhi. 

1 Jana 4115111171 112 51119 111121121, jadi n-1. 

Jadi, nilai n-1,4ataun27. 

Contoh 3: 

(OSN 2003) Tentukan semua solusi bilangan real persamaan Pe le I- 2003. 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa jika x? bilangan bulat, maka | x? |-|x? | ini berakibat bahwa 


Xx - 2002 (bukan bulat), kontradiksi. Jadi, jelas bahwa x? bukan bilangan bulat. Ini 


berakibat (x2-|x2 J4, sehingga 2x2 |-1-2003— (x? |-1001. Dari sini dapat 


kita simpulkan bahwa 1001« x? «1002, sehingga kita peroleh solusi berbentuk: 


“10015 xx 1002 atau — “1002 « x s “1001. 


Contoh 4: 
Selesaikan persamaan 2x (- x 4 21x). 


Pembahasan: 
Jelas, bahwa untuk sebarang bilangan real x, x -—|x --(x!, sehingga kita peroleh: 


2 xi-ladashd — Ialah. 
Jika |xJ-0,1,2, maka nilai (x!berturut-turut adalah O, 1/3, 2/3. Jadi, solusinya 
18 


adalah x — 0, —, —. 
33 
Contoh 5: 
(SSSMO/2002) Tentukan banyaknya solusi real dari la 2 


Pembahasan: 
Dari soal di atas, maka x haruslah bilangan bulat. Misalkan x-6g-r, dimanar -— 0, 


1, 2, 3, 4, atau 5 dan g bilangan bulat. Maka kita peroleh persamaan: 


teka 
kai Geo Da 
“150 »g9g-0,x- 0 (Memenuhi) 


- 159 -Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


r-159g-1,x— 7 (Memenuhi) 
r-2—9-—0, x — 2(Memenuhi) 
r—-3—»9-0,x—3 (Memenuhi) 
(54—»9g-—0,xX—54 (Memenuhi) 
(—-55—»9-0,x—5 (Memenuhi) 

Jadi, ada 6 solusi yang memenuhi persamaan. 


2 aa aa tu 


Banyaknya angka nol di bagian kanan tanpa terputus pada n! 
Untuk mencari banyaknya angka nol pada bagian kanan n!, kita dapat menggunakan 
rumus berikut: 


g- 2 Pa PN aan Pa 
id edi ra 
Kita dapat membuat rumus umum bahwa, Pangkat tertinggi dari p dalan n! (px n) 


oa 


Contoh 6: 

Tentukan banyak angka nol di sebelah kanan tanpa putus dari bilangan 31! 
Pembahasan: 

Kita terapkan rumus di atas, Banyak angka nol di bagian kanan tanpa putus dari 31! 


adalah Eh 3) —641-7. 
5 52 


LATIHAN 8 

1. (OSK, 2013) Misalkan (x| menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau 
sama dengan x dan (Ix| menyatakan bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau 
sama dengan x. Tentukan semua x yang memenuhi (xJ| 4 (cl — 5. 

2. (OSK, Tipe 2/2012) Banyaknya angka 0 sebagai angka-angka terakhir dari 2012! 
Adalah ... 

3. (OSK, Tipe 3/2012) Tentukan bilangan n terbesar sehingga 6" membagi 30! 

4. (OSK, Tipe 1/2012) Jika (V2012 - V2011) —n-r dengan n meruapakn bilangan 
asli dan 0Xr «1, makanilair - ..... 

5. (OSK 2003) Untuk setiap bilangan real « , kita definisikan | « | sebagai bilangan 
bulat yang kurang dari atau sama dengan « . Sebagai contoh, (49|-4 &|7|-7. 


Jika x dn y bilangan real sehingga rae 9 & Ny J-12 maka nilai terkecil yang 
mungkin dicapai oleh | y— x | adalah ? 

6. (OSP 2005) Untuk sembarang bilangan real a, notasi El menyatakan bilangan 
bulat terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan a. Jika x bilangan real yang 
memenuhi |x4- 8 I-|xJ-lv8 |, maka x-|xJ tidak akan lebih besar dari .... 

7. (OSN 2005) Untuk sebarang bilangan real x, notasi Lx) menyatakan bilangan bulat 
terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan x. Buktikan bahwa ada tepat satu 


sana - 2005. 
2005 


8. (OSK 2007) Jika | x | menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil dari 


bilangan bulat m yang memenuhi persamaan m-| 
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atau sama dengan bilangan real x, 13 —5P — 


9. (OSP 2009) Misalkan aa dan Lx) menyatakan bilangan bulat terbesar yang 
lebih kecil dari atau sama dengan x. Nilai |g lanjI-la?2n| untuk sebarang ne N 


adalah ... 
10.(OSP 2010) Untuk sebarang bilangan real x didefinisikan | x | menyatakan bilangan 


bulat terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan x. Bilangan asli n sehingga 


persamaan 4 | , lxJ- mempunyai tepat 2010 solusi real positif adalah 
X X t- 


11.(OSP 2012) Untuk sebarang bilangan real x didefinisikan f(x sebagai bilangan 
bulat yang terdekat dengan x, sebagai contoh (1,9) — 2, (—0,501) — —1, dsb. Jika 
n adalah suatu bilangan bulat positif kelipatan 2012, maka banyaknya bilangan 
bulat positif k yang memenuhi (Vk) —n adalah ... 
12.(OSP 2012) Diketahui H adalah himpunan semua bilangan asli kurang dari 2012 
yang faktor primanya tidak lebih dari 3. Selanjutnya didefinisikan himpunan 
S — E In e H). Jika x merupakan hasil penjumlahan dari semua anggota S dan Ix| 
menyatakan bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama dengan x, maka 
lacl — 
13. (CMO/1999) Tentukan semua solusi real dari persamaan 4x? —40| x|1-51-0 
xely 13,2 
14. (SSSMO/J/2001) Misal x, y, z bilangan real positif sehingga “| x |-1y14-z-14,3. 
Ode yelz|-15,1 
Tentukan nilai dari x. 
15. (CHINA/1988) Misalkan S —|VI v2 J-(v8 Ja... «| 1988 |. Tentukan nilai dari 


Is). 


i 502 | 305k 
16. (CHINA/1986) Hitunglah jumlah S- Y KAN 
k-1 


20 000 
17.(PUTNAM/1986) Berapa digit satuan dari Pa To MABES ? 
10 43 


18. (KIEV/1972) Selesaikan persamaan lx 3 |, x 2 |, J3 -4- 
19. (CMO/1975) Selesaikan persamaan |x P - fx! x. 
20.(ASUMO/1987) Tentukan semua solusi untuk persamaan x? —8| x|-7 -0 


21.(CHNMOL/1987) Selesaikan persamaan |3x-1|- 2-3, dan tentukan jumlah 


semua akar-akarnya. 
23. Sa 2009) Pada bagian kanan 100! terdapat digit O berturut-turut sebanyak - 


23.Berapa banyaknya angka nol di bagian kanan tanpa putus dari bilangan 
511 neN? 

24.(OSK 2007) Jika n adalah bilangan asli sehingga 3" adalah faktor dari 33!, maka 
nilai n terbesar yang mungkin adalah ... 

25.Selesaikan dalam bilangan real persamaan | xx ||-1. 
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26. (Seleksi Awal IMO Hongkong, 2008) Diketahui n! mempunyai tepat 57 angka nol 
dibagian kanan tanpa putus, tentukan jumlah semua kemungkinan nilai n. 
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BAB IV 
KOMBINATORIKA 


1. Prinsip Pencacahan & Binomial Newton 
1.1. Prinsip Pencacahan 
Aturan Penjumlahan 
Jika suatu pekerjaan pertama dapat dilakukan dalam n, cara, dan suatu pekerjaan 
kedua dapat dilakukan dalam n» cara, dan kedua pekerjaan tersebut tidak dapat 
terjadi dalam waktu yang bersamaan, maka seluruh pekerjaan dapat dilakukan 
dalam n, # n» cara. 


atau jika dikaitkan dengan konsep himpunan, maka: 

Misalkan kita mempunyai dua himpunan, misalkan A dan B dimana AnB-4 
maka jumlah anggota dari dua himpunan A dan B adalah jumlah dari banyaknya 
anggota masing-masing himpunan. 


Contoh 1: 

Dalam suatu kartu bridge lengkap, berapa macam cara untuk mengambil sebuah 
kartu jantung (heart) atau kartu daun(spade) 

Pembahasan: 

Dalam kartu bridge, kartu-kartu jantung dan daun merupakan himpunan- 
himpunan yang saling lepas sehingga banyaknya cara untuk mendapatkan salah 
satunya adalah jumlah cara yang mendapatkan masing-masing kartu. 


Dalam kartu bridge, ada 13 kartu jantung dan 13 kartu daun sehingga banyaknya 
cara ada 13 # 13 —26 cara. 


Contoh 2: 

Ada dua cara untuk pergi dari Surabaya ke Bali, yaitu menggunakan pesawat 
udara atau kapal laut. Untuk pesawat ada 4 penerbangan, dan kapal laut ada 3 
kapal. Berapa banyak cara untuk pergi dari Surabaya ke Bali. 

Pembahasan: 

Karena cara berpergian dari Surabaya ke Bali dengan udara dan laut merupakan 
dua hal terpisah, maka banyaknya cara tinggal dijumlahkan 4 4 3-7 cara. 


Contoh 3: 

Suatu sekolah harus mengirimkan seorang wakil untuk mengikuti suatu 
pertemuan ilmiah yang diambil dari sekelompok guru berjumlah 70 atau 
kelompok siswa berjumlah 700. Tentukan banyaknya cara memilih satu wakil 
tersebut. 

Pembahasan: 

Karena cara memilih satu wakil dari guru dan memilih dari siswa merupakan dua 
hal yang terpisah, maka banyaknya cara adalah 70 -#- 700 —- 770 cara. 


Contoh 4: 

Pada suatu rak buku tersedia 5 buku matematika, 10 buku fisika, dan 2 buku 
kimia. Tentukan banyaknya cara Budi mengambil satu buku dari rak tersebut. 
Pembahasan: 

Banyaknya caraadalah 5 # 10 #- 2 — 17 cara. 
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Aturan Perkalian 

Jika suatu pekerjaan dapat dilakukan dalam dua langkah pekerjaan, yaitu 
pekerjaan pertama dapat dilakukan dalam n, cara dan pekerjaan kedua dapat 
dilakukan dalam n» cara setelah pekerjaan pertama dilakukan, maka seluruh 
pekerjaan dapat dilakukan dalam n, x n» cara. 


Contoh 5: 

Misalkan kita akan pergi dari kota Jombang ke Surabaya dan harus melalui kota 
Lamongan. Dari kota Jombang ke Lamongan ada 2 jalan dan dari kota Lamongan 
ke Surabaya ada 6 jalan. Berapa banyak cara untuk pergi dari kota Jombang ke 
Surabaya dengan melalui Lamongan? 

Pembahasan: 

Berdasarkan aturan perkalian di atas, maka banyaknya cara ada 2 x 6-12 cara. 


Contoh 6: 

Kursi-kursi dalam ruang pertemuan ditandai dengan kode dengann ketentuan 
kode tersebut berisi dua digit, digit pertama berisi huruf dan digit kedua berisi 
bilangan asli kurang dari 50. Tentukan banyaknya seluruh kursi yang dapat 
ditandai. 

Pembahasan: 

Berdasarkan aturan perkalian di atas, maka banyaknya kursi yang dapat ditandai 
adalah 26 x 49 — 1274 kursi 


LATIHAN 1.1 
ik, 
a. Tentukan banyaknya fungsi yang dapat dibuat dari A yang mempunyai 2 
anggota ke B yang mempunyai 4 anggota. 
b. Tentukan banyaknya fungsi 1- 1 (injektif) dari A yang mempunyai 2 
anggota ke B yang mempunyai 3 anggota. 


2. Dalam suatu ujian, setiap mahasiswa diminta mengerjakan 1 soal dari 10 soal 
A atau 15 soal B. Tentukan banyaknya cara mahasiswa tersebut mengerjakan 
soal tersebut. 

3. Seorang akan membuat susunan angka-angka menjadi bilangan bulat positif. 
Jika bilangan-bilangan itu terdiri dari satu angka, susunan dua angka, atau 
susunan tiga angka. Untuk susunan dua atau tiga angka tidak ada angka 
yang berulang dan tidak ada susunan yang dimulai dengan nol. Tentukan 
banyaknya seluruh susunan yang mungkin disusun orang tersebut. 

4. Diketahui angka-angka 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9. Tentukan banyaknya semua 
bilangan yang dibuat dari angka diketahui dan angka-angkanya tidak boleh 
berulang? 

5. Diketahui bilangan 2592. Tentukan banyaknya pembagi positif dari bilangan 
ini termasuk 1 dan 2592. 

6. Ada berapa banyak bilangan 7 digit dimulai dari 432 dan diakhiri 3 atau 5? 

7. Suatu kode rahasia berupa bilangan lima angka. Angka nol mungkin berada 
di tempat pertama. Berapa banyak kode rahasia yang mungkin jika angka- 
angkanya menunjukkan barisan naik? 

8. (OSK Tipe 2/2012) Misalkan S — f1, 2,3,...,104 dan f:S —» S meruapakn 
korespondensi satu-satu yang memenuhi f (1) — 2,f (2) —3,f 3) —-4,f 4) — 
5,& f(5) — 6. Banyaknya fungsi f yang memenuhi adalah .... 
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(OSP 2012) Lima siswa, A:B:C:D:E berada pada satu kelompok dalam lomba 
lari estafet. Jika A tidak bisa berlari pertama dan D tidak bisa berlari terakhir, 
maka banyaknya susunan yang mungkin adalah... 


. (OSP 2011) Banyak bilangan tiga digit yang semua digit-digitnya berbeda 


dan digit terakhirnya merupakan hasil penjumlahan dari dua digit yang 
lainnya adalah ... 


. (OSK Tipe 1/2011) Misalkan kita menuliskan semua bilangan bulat 1, 2, 3, ..., 


2011. Berapa kali kita menuliskan angka 1? 


. (OSK Tipe 1/2011) Terdapat 5 orang pria dan 5 orang wanita duduk dalam 


sederetan kursi secara random. Berapa banyaknya cara untuk menduduki 
kursi tersebut dengan syarat tidak boleh ada yang duduk berdampingan 
dengan jenis kelamin yang sama ? 

(OSK Tipe 3/2011) Diketahui sebuah bulan dengan jumlah hari 31 memiliki 
jumlah hari selasa dan kamis yang sama banyaknya. Maka hari yang 
mungkin sebagai hari awal pada bulan tersebut adalah : 

(OSK 2010) Pada sebuah persegi panjang berukuran 25 x 20 akan dibuat 
bujusangkar sehingga menutupi seluruh bagian persegipanjang tersebut. 
Berapa banyak bujursangkar yang mungkin dapat dibuat? (Hint: panjang sisi 
bujursangkar berupa bilangan asli) 

(OSP 2010) Pada suatu lingkaran terdapat 12 titik yang berbeda. Dengan 
menggunakan 12 titik tersebut akan dibuat 6 tali busur yang tidak 
berpotongan. Banyaknya cara ada sebanyak -:--: 

(OSP 2010) Seseorang menulis surat berantai kepada 6 orang. Penerima 
surat ini diperintahkan untuk mengirim surat kepada 6 orang lainnya. Semua 
penerima surat membaca isi surat lalu beberapa orang melaksanakan 
perintah yang tertulis dalam surat, sisanya tidak melanjutkan surat berantai 
ini. Jika terdapat 366 orang yang tidak melanjutkan surat berantai ini, maka 
banyaknya orang yang berada dalam sistem surat berantai ini adalah :: 
(OSK 2009) Jika tiga pasang suami istri akan menenmpati tujuh kursi yang 
berjajar ke samping dengan syarat semua suami istri duduk berdekatan dan 
tidak ada laki-laki dan perempuan bukan suami-istri yang duduk berdekatan, 
maka banyaknya cara ada ... 

(OSK 2008) Banyaknya susunan huruf B, I, O, L, A sehingga tidak ada dua 
huruf hidup (vowel) yang berturutan adalah 

(OSK 2008) Bilangan 4-angka dibentuk dari 1, 4, 7 dan 8 dimana masing- 
masing angka digunakan tepat satu kali. Jika semua bilangan 4-angka yang 
diperoleh dengan cara ini dijumlahkan, maka jumlah ini mempunyai angka 
Satuan :- 

(OSP 2007) Bilangan ganjil 4-angka terbesar yang hasil penjumlahan semua 
angkanya bilangan prima adalah : 

(OSP 2006) Bilangan prima dua angka terbesar yang merupakan jumlah dua 
bilangan prima lainnya adalah : : : 

(OSK 2005) Seorang siswa mempunyai dua celana berwarna biru dan abu- 
abu, tiga kemeja berwarna putih, merah muda dan kuning, serta dua 
pasang sepatu berwarna hitam dan coklat. Banyaknya cara siswa tersebut 
memakai pakaian dan sepatu adalah : 

(OSK 2005) Tentukan semua bilangan tiga-angka sehingga nilai bilangan 
itu adalah 30 kali jumlah ketiga angka itu. 

(OSP 2005) Bilangan tiga-angka terkecil yang merupakan bilangan 
kuadrat sempurna dan bilangan kubik (pangkat tiga) sempurna sekaligus 
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adalah - 

25. (OSP 2005) Sebuah kelompok terdiri dari 2005 anggota. Setiap anggota 
memegang tepat satu rahasia. Setiap anggota dapat mengirim surat 
kepada anggota lain manapun untuk menyampaikan seluruh rahasia yang 
dipegangnya. Banyaknya surat yang perlu dikirim agar semua anggota 
kelompok mengetahui seluruh rahasia adalah : : 


1.2. Faktorial 
Kita definisikan simbol ! (faktorial), sebagai berikut: 
j- 
2 i | . Perhatikan bahwa simbol n! dibaca "n 
n!-1.2.3.4....n, dimananbilanganasli 
faktorial” 
Contoh 1: 


Dari definisi faktorial di atas, maka kita peroles: 
3!—1.2.3 —6, 4!—1.2.3.4 — 24, 5!—1.2.3.4.5 — 41.5 —120,dst 


Contoh 2: 
Nyatakan bentuk nd dalam faktorial. 


Pembahasan: 
Perhatikan bahwa 
121110 9101112 12 


123 9123 93 


Contoh 3: 
Sederhanakan bentuk berikut: 
—DYI 
) (n-4 2)! i” (n—2)! 
n! (1-1)! 
Pembahasan: 
(1-2)! 2 n!. (141) (1-2) aa na 
n! n! 
(n-—2)! (1-2)! 1 


L, (ne)! (1-2) ni) nnH) (NI) NNHI) 


LATIHAN 1.2 
1. Hitunglah: 6!, 7!, 8! 


ca 13l 2.7 
2. Hitunglah: Jk N) Ta 
| | 
3. Sederhanakan bentuk: a) d b) Gian 
(n—1)! n! 
4. Benar atau salahkah pernyataan berikut ini: 
a. 6! 3!— 9! 
b. 5! — 5!— O! 
| 
C. 2 2 
3! 
d. 5--31— 8! 
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5. (OSP 2007) Untuk bilangan asli n, didefinisikan n!-1.2.3.4....n. Dalam bentuk 
sederhana: 111-21243!3-...-nln—... 


1.3. Permutasi 
a. Permutasi Tanpa Pengulangan 
Definisi 
Misalkan X4, Xo, X3, .... Xn merupakan n obyek berbeda. Suatu permutasi dari 
obyek-obyek ini merupakan penyusunan obyek-obyek tersebut dengan 
memperhatikan urutan. Untuk selanjutnya permutasi n obyek disebut sebagai 
n-permutasi. 


Contoh 1: 
Terdapat 6 permutasi untuk huruf-huruf pada kata EKI, yakni 
EKI, EIK, KEI, KIE, IKE, IEK. 


Teorema 
Banyaknya permutasi r unsur yang diambil dari n buah unsur yang berbeda 


adalah P(n,r)-»P, -1 2 untuk r « n. Dan Pl(n,r) dibaca permutasi 
h— 


obyek r dari n. 


Akibat Teorema 
Perhatikan kasus spesial dari P(n,r), jika n - r. Maka kita peroleh: 


Ada n! Permutasi dari n obyek. 


Contoh 2: 
Banyaknya permutasi dari huruf-huruf dari kata RAMBUT adalah 6! - 720. 


Contoh 3: 

Misalkan dari huruf-huruf P, O, dan R akan dibuat susunan terdiri dari 3 huruf 
maka ada berapa banyak susunan yang dapat dibuat? 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa masalah ini, adalah masalah permutasi dengan kasus 
n—-r—3, maka banyak susunan yang mungkin adalah 3! - 6. 


Contoh 4: 

Dengan berapa cara seorang programmer akan membuat password dengan 
menggunakan 4 huruf dari himpunan huruf (AB,C,D,E,F,G,H), jika satu 
huruf hanya digunakan sekali? 

Pembahasan: 

Banyak huruf yang tersedia 8 dan hanya digunakan 4 huruf, maka n -8 dan 


| 
"-4, PBM) - — -1680. 


Contoh 5: 

Sebuah lemari memuat 5 buku berbahasa Jerman, 7 buku berbahasa, dan 8 

buku berbahasa Indonesia. Diketahui bahwa tidak ada dua buku yang sama. 

i. Berapa banyak penyusunan berbeda yang bisa dilakukan pada buku-buku 
ini? 
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ii. Berapa banyak penyusunan berbeda yang bisa dilakukan pada buku-buku 
ini jika buku-buku dari masing-masing bahasa harus diletakan 
berdekatan? 

Pembahasan: 

i. Perhatikan bahwa kita melakukan permutasi pada 54-7-4-8-20 buku. 
Maka banyaknya kemungkinan penyusunan adalah 20!. 

ii. Buku-buku dengan bahasa yang sama di 'ikat' sehingga saling 
berdekatan. Perhatikan bahwa kita melakukan permutasi 3 bahasa, yakni 
dengan 3! Cara. Kemudian, kita lakukan permutasi pada buku-buku 
berbahasa Jerman dalam 5! Cara, pada buku-buku berbahasa Spanyol 
dalam 7! Cara, dan pada buku-buku berbahasa Indonesia dengan 8! 
Cara. Jadi, total banyaknya cara penyusunan buku adalah 3!.5!.7!.8!. 


b. Permutasi dengan Pengulangan 
Pada contoh 3, huruf-huruf yang disediakan semuanya berbeda yaitu P, O, 
dan R. Bagaimana jika huruf-huruf yang disediakan ada yang sama. Misalkan 
pada contoh berikut: 
Contoh 6: 
Misalkan dari huruf-huruf P, O, dan 90 akan dibuat susunan yang terdiri dari 3 
huruf maka ada berapa banyak susunan yang dapat dibuat? 
Pembahasan: 
Kita tidak bisa langsung menjawab bahwa banyaknya susunan adalah 
P(3,3)-6 karena dalam kenyataannya banyaknya susunan hanya ada 3, 


yaitu POO, OPO, dan OOP. Selanjutnya, perhatikan contoh berikut 


Contoh 7: 
Ada berapa banyak carakah huruf-huruf dari kata LALALILILU dapat 
dipermutasi? 
Pembahasan: 
Misalkan kita memberi index pada setiap huruf yang berulang sehingga 
menjadi L4 A4 L» A» L3 Is L4 I» Ls U 
Maka sekarang terdapat 10 obyek, yang dapat dipermutasi dengan 10! cara 
yang berbeda. Untuk setiap 10! permutasi ini, huruf A4As dapat dipermutasi 
dengan 2! cara, LiLoLgLlyls dapat dipermutasi dengan 5! cara, dan huruf 
kl» dapat dipermutasi dengan 2! cara. Jadi, sebanyak 10! Terlalu banyak 

- .... 10! 
terhitung, dan dapat diperbaiki menjadi ENNEN 
Teorema 
Misalkan terdapat k tipe obyek, dengan: n, obyek tipe 1, n» obyek tipe 2, dst. 
Maka banyaknya cara penyusunan dari ny -n5 4... ny obyek ini adalah 

(n #-n» 4... #np)! 


Contoh 8: 

(OSK, Tipe 3/2012) Ada berapa cara menyusun semua huruf 
DUARIBUDUABELAS dengan syarat huruf I dan E berdekatan? 

Pembahasan: 


Karena I dan E harus berdekatan, maka sekarang terdapat 14 huruf dengan 2 
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huruf D, 2 huruf B, 3 huruf U, dan 3 huruf A. 
Karena I dan E harus berdekatan, Anggap I dan E sabagai satu obyek. 
Banyaknaya susunan huruf I dan E ada 2 


Banyak susunan yang mungkin adalah 2 —H - 1.210.809.600. 


2!2!3!3! 


Cc. Permutasi Siklik 
Bagaimana jika terdapat beberapa orang duduk dalam suatu lingkaran 
(siklis)? Ada berapa menyusun semuanya? Persoalan inilah yang 
berhubungan dengan permutasi siklis. Misalkan tersedia n unsur yang 
berbeda. Banyaknya permutasi siklis dari n unsur tersebut adalah: 

(n 1)! 

Contoh 9: 
Dengan berapa cara 9 kue yang berbeda dapat disusun melingkar di atas 
sebuah meja? 
Pembahasan: 
P-— (9-—1)!- 8!- 40.320 


LATIHAN 1.3 

1. Berapa banyak bilangan yang terletak diantara 100 dan 1000 yang 
dapat disusun dari digit-digit O, 1, 2, 3, 4, 5, jika pengulangan digit 
tidak diperbolehkan? 

2. Berapa banyak susunan yang mungkin dibuat dengan menggunakan 
digit-digit 1 sampai dengan 9 jika semua digitnya berbeda? 

3. Tentukan nilai n sedemikian hingga: (i) P(n5)-42P/(n3) ,n»4 
Ae 3 ed 

P(n-1,4) 3 

4. Tentukan banyaknya susunan 8-huruf berbeda yang dapat disusun dari 
kata "DAUGHTER" sedemikian hingga: (i) semua huruf vokal berdekatan 
(ii) semua huruf vokal tidak berdekatan 

5, Ada berapa banyak cara menyusun disc yang terdiri dari 4 warna 
merah, 3 kuning, dan 2 hijau dalam satu baris jika disc dengan warna 
yang sama tidak dibedakan? 

6. Tentukan banyaknya susunan huruf-huruf dari kata "INDEPENDENCE”. 
Berapa banyak susunan huruf-huruf dari kata tersebut jika: 
() kata-kata tersebut diawali huruf P 
(ii) — semua huruf vokal selalu berdekatan 
(iii) — huruf vokal tidak berdekatan 
(iv) kata-kata tersebut diawali I dan diakhiri dengan P 

7. Dalam suatu rapat OSIS yang terdiri dari 6 orang siswa (2 di antara 
kakak beradik) dalam posisi melingkar. Ada berapa formasi duduk 
melingkar yang bisa terbentuk jika kakak beradik tersebut harus 
berdekatan? 

8. Banyaknya bilangan 5 angka yang memenuhi hasil kali angka-angkanya 
sama dengan 45 ada..... 
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13. 
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15. 


16. 


17. 
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Perhatikan gambar di bawah ini: 
B 


A 
Jika seseorang akan berjalan dari titik A ke titik B. Ada berapa banyak 
cara jalan terpendek yang dapat dipilihnya? 
(OSK 2011, Tipe 1) Terdapat 5 orang pria dan 5 orang wanita duduk 
dalam sederetan kursi secara random. Berapa banyaknya cara untuk 
menduduki kursi tersebut dengan syarat tidak boleh ada yang duduk 
berdampingan dengan jenis kelamin yang sama ? 
(OSP 2011) Pada ruang Cartesius kita ingin bergerak dari titik (2, 0, 11) 
ke titik (20, 1, 1) selalu pada koordinat (x, y, z) dengan paling sedikit 
dua dari x, y, dan z adalah bilangan bulat, dan lintasan terpendek. Cara 
bergerak yang dimaksud sebanyak : 
(OSP 2006) Ada berapa banyaknya bilangan 7 angka berbeda yang 
dapat dibentuk dengan cara mengubah susunan angka dari 2504224? 
(OSP 2003) Empat pasang suami isteri menonton pagelaran orkestra. 
Tempat duduk mereka harus dipisah antara kelompok suami dan 
kelompok isteri. Untuk masing-masing kelompok disediakan 4 buah 
tempat duduk bersebelahan dalam satu barisan. Ada berapa banyak 
cara memberikan tempat duduk kepada mereka ? 
(OSP 2008) Cara menyusun huruf-huruf MATEMATIKA dengan kedua T 
tidak berdekatan ada sebanyak .... 
(OSP 2009) Seekor semut hendak melangkah ke makanan yang berada 
sejauh 10 langkah di depannya. Semut tersebut sedang mendapatkan 
hukuman, ia hanya boleh melangkah ke depan sebanyak kelipatan tiga 
langkah dan selebihnya harus melangkah ke belakang. Tentukan 
banyaknya cara melangkah agar bisa mencapai makanan, jika ia harus 
melangkah tidak lebih dari dua puluh langkah. (Catatan : jika semut 
melangkah dua kali dimana masing-masing melangkah sekali ke 
belakang, maka dianggap sama saja dengan dua langkah ke belakang.) 
(OSK 2004) Nomor polisi mobil-mobil di suatu negara selalu terdiri 
dari 4 angka. Jika jumlah keempat angka pada setiap nomor juga 
harus genap, mobil yang bisa terdaftar di negara itu paling banyak ada 
(OSK, 2013) Enam orang siswa akan duduk pada tiga meja bundar, 
dimana setiap meja akan diduduki oleh minimal satu siswa. Banyaknya 
cara duduk untuk melakukan hal tersebut adalah ... 


1.4. Kombinasi 


Definisi 


Kombinasi adalah suatu permutasi "tanpa memperhatikan urutan unsur yang 


dipilih” 


Secara umum, kombinasi r unsur dari n unsur yang diketahui dimana r&n 


adalah 


n! 


Aa 
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Penulisan simbol kombinasi dapat berupa: 
Cr) C,-"C, 5 w 


Akibat Rumus Kombinatorika 
Misal n dan r bilangan bulat non-negatif dengan r « n. Maka Cin, r)-C(n, n—r) 


(Bukti diserahkan pada pembaca) 


Contoh 1: 
Dalam suatu kontes matematika, setiap siswa disuruh menjawab 5 soal dari 8 
soal yang diajukan. Berapa banyak pilihan untuk menjawab soal tersebut? 
Pembahasan: 
Dalam kasus di atas, urutan nomor-nomor soal diabaikan. Permasalahannya 
adalah ada berapa cara memilih 5 soal soal dari 8 soal yang tersedia. Memilih 5 
soal dari 8 soal - C(8,5) maka, 
C(85) - 8!” 8 8.7.6 
5!(8-5)! 5!3! 3.21 


-56 cara. 


Contoh 2: 

Dalam berapa cara 9 peserta diskusi dibagi dalam dua kelompok yang terdiri dari 
6 anggota dan 3 anggota? 

Pembahasan: 

Pada pembagian 9 orang menjadi dua kelompok, terdapat dua kemungkinan yaitu 
kelompok pertama dengan 6 anggota dan kelompok kedua 3 anggota atau 
sebaliknya. Sehingga banyak cara dalam membagi yaitu: 


9.8.7 
2.9, 6) — 2. C9, 3-21 —— |-168 
P3) aa -) 


Contoh 3: 

Jika terdapat 8 orang laki-laki dan 7 orang perempuan maka ada berapa cara 
membentuk panitia beranggotakan 7 orang dengan syarat sedikitnya 5 
perempuan harus masuk dalam kepanitiaan tersebut? 

Pembahasan: 

Karena sedikitnya 7 orang panitia tersebut terdiri dari 5 perempuan, maka akan 
ada tiga kasus dalam persoalan ini yaitu panitia terdiri dari 5 perempuan dan 2 
laki-laki atau 6 perempuan dan 1 laki-laki atau kesemuanya perempuan. 
Banyaknya susunan kasus pertama adalah C(7,5).C(8,2) - 588 


Banyaknya susunan kasus kedua adalah C(7,6). C(8,1) - 56 
Banyaknya susunan kasus ketiga adalah C(7,7). C(8,0) —1 
Maka banyaknya cara membentuk panitia adalah 588-156 -1- 645 


Contoh 4: 

Jika terdapat dua titik dengan tidak ada tiga titik yang berada pada satu garis 
lurus, maka banyaknya segitiga yang dapat dibuat dengan ketiga titik sudutnya 
dipilih dari 20 titik tersebut adalah .... 

Pembahasan: 

Segitiga dibentuk dari tiga titik yang tidak segaris. Maka banyaknya segitiga yang 
dapat dibentuk adalah C(20, 3) -1140. 
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Teorema 
Dari rumus kombinasi, maka kita dapat menurunkan rumus berikut: 
Cin, r) - C(n,r 1) - C(n--41,r) 


Bukti: 
Perhatikan bahwa: 
Cc yCI ) n! n! 
nh) 4-C(n, r-1-—# — 
( Mn)! (1 NN 41)! 
n! n! 
Pa 4 


ore) NI (11) (41) (N-)! 


P n! th 1 | 
(NN) n—r-1 

n! n—r41l4r— (n4T) 
CO ae Aan 


—- C(n-1,r) 


Aplikasi Rumus Kombinasi dalam Himpunan 
Telah Kalian pelajari pada waktu SMP, tentang konsep himpunan bagian. Misal 
himpunan A memiliki n anggota, Maka banyaknya himpunan bagian dari A sama 


dengan 2”. 


Adapun jika kita ingin mencari banyaknya himpunan bagian A yang hanya 
memiliki r anggota saja, maka kita dapat menggunakan rumus kombinasi di atas. 
Banyaknya himpunan bagian dari A yang memiliki r elemen (r « n) adalah Cin, r) 


Contoh 5: 

Misalkan himpunan A-#1,2,3,41, tentukan banyaknya himpunan bagian yang 
terdiri dari 3 anggota. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa kasus ini dapat dimisalkan n — 4, r —-3. Sehingga banyaknya 
himpunan bagia A yang terdiri dari 3 anggota adalah C(4,3) - 4. 


Contoh 6: 

Banyaknya himpunan bagian dari kata "SMA DARUL ULUM DUA" 

Pembahasan: 

Banyaknya anggota himpunan yang memuat kata "SMA DARUL ULUM DUA" ada 


7. Banyaknya himpunan bagiannya ada 2' -128, 


LATIHAN 1.4A 
1. Jika C(n,8)—-C(n, 2), maka tentukan nilai Ctn, 2). 
. Tentukan nilai njika C(2n, 2): C(n, 2) —12:1 
3. Suatu panitia terdiri dari 3 anggota yang akan dibentuk dari 2 laki-laki dan 3 
perempuan. Ada berapa banyak cara menyusun permasalahan ini? Berapa 
banyak susunan panitia ini yang berisi 1 laki-laki dan 3 wanita? 
4. Tentukan banyaknya cara memilih 9 bola dari 6 bola merah, 5 bola putih, dan 
5 bola biru jika masing-masing pemilihan berisi 3 bola untuk tiap warnanya. 
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(OSK 2011, Tipe 1 &3) Sekelompok orang akan berjabat tangan. Setiap orang 
hanya dapat melakukan jabat tangan sekali. Tidak boleh melakukan jabat 
tangan dengan dirinya sendiri. Jika dalam sekelompok orang terdapat 190 
jabat tangan, maka banyaknya orang dalam kelompok tersebut ada berapa? 
Sebuah benda akan digerakkan dari titik A(0,0) ke titik B(6,4) namun benda 
tersebut hanya dapat bergerak ke atas ke kanan melalui titik-titik koordinat. 


B 


A 


a Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai 
titik B ? 

b Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai 
titik B namun harus melalui titik P(4,2) ? 

c Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai 
titik B namun harus melalui ruas PO dengan @0(4,3) ? 

(OSK 2011, Tipe 1) Ada berapa banyak bilangan bulat positif berlambang 

“abcde” dengan a «cb scxdxce? 

(OSP 2011) Diketahui segi empat ABCD. Semua titik A, B, C, dan D akan 

diberi nomor 1, 2, 3, 4, 5 atau 6 sehingga setiap dua titik yang terletak 

dalam satu sisi empat nomornya berbeda. Banyaknya cara pemberian nomor 

dengan cara tersebut ada sebanyak - : : 

(OSP 2011) Banyaknya kemungkinan bilangan asli berbeda a, b, c, dan d 

yang kurang dari 10 dan memenuhi persamaan a #b —- c # d ada sebanyak 


(OSP 2011) Sepuluh orang siswa duduk dalam suatu baris. Semua siswa 
bangkit dan duduk kembali pada baris tersebut dengan aturan setiap siswa 
dapat duduk kembali pada kursi yang sama atau pada kursi yang berada di 
sebelah kursi lamanya. Banyaknya cara semua siswa tersebut duduk kembali 
pada baris tadi ada sebanyak -  : 

(OSK 2010) Banyaknya himpunan X yang memenuhi 
(1, 2,3,...,10001— Xc 11,2,3,..., 2010) adalah .... 

(OSK 2010) Diketahui grid berukuran 4 x 7. Jika langkah yang dimunkinkan 
Kanan, Kiri, Atas, dan Bawah. Cara menuju B dari A dalam 8 langkah atau 
kurang ada sebanyak .... (A adalah titik pada ujung kiri bawah pada kotak 
paling kanan atas) 


(OSP 2010) Bilangan enam digit abcdef dengan a»b»c2dzesf ada 
sebanyak .... 

(OSP 2010) Dua puluh tujuh siswa pada suatu kelas akan dibuat menjadi 
enam kelompok diskusi yang masing-masing terdiri dari empat atau lima 
siswa. Banyaknya cara adalah : 
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(OSK 2009) Nilai eksak dari Saja Pj Harau — 


- 
2 3 1004 


Misalkan N menyatakan himpunan semua bilangan bulat positif dan 
2009 
n 


| adalah ... 


t-2 
41 


(OSP 2009) Seekor semut hendak melangkah ke makanan yang berada 
sejauh 10 langkah di depannya. Semut tersebut sedang mendapatkan 
hukuman, ia hanya boleh melangkah ke depan sebanyak kelipatan tiga 
langkah dan selebihnya harus melangkah ke belakang. Tentukan banyaknya 
cara melangkah agar bisa mencapai makanan, jika ia harus melangkah tidak 
lebih dari dua puluh langkah. (Catatan : jika semut melangkah dua kali 
dimana masing-masing melangkah sekali ke belakang, maka dianggap sama 
saja dengan dua langkah ke belakang.) 

(OSK 2008/OSP 2005/AHSME 1972) Banyaknya himpunan X yang memenuhi 
1,2)c Xci1,2 3, 4, 51 adalah .... 

(OSK 2007) Misalkan H adalah himpunan semua faktor positif dari 
2007. Banyaknya himpunan bagian dari H yang tidak kosong adalah .... 
(OSK 2006) Dalam suatu pertemuan terjadi 28 jabat tangan (salaman). 
Setiap dua orang salaing berjabat tangan paling banyak sekali. Banyaknya 
orang yang hadir dalam pertemuan tersebut paling sedikit adalah 

(OSK 2004) Delegasi Indonesia ke suatu pertemuan pemuda internasional 
terdiri dari 5 orang. Ada 7 orang pria dan 5 orang wanita yang 
mencalonkan diri untuk menjadi anggota delegasi. Jika dipersyaratkan 
bahwa paling sedikit seorang anggota itu harus wanita, banyaknya cara 
memilih anggota delegasi adalah :  : 

(OSK 2004) Sepuluh tim mengikuti turnamen sepakbola. Setiap tim 
bertemu satu kali dengan setiap tim lainnya. Pemenang setiap 
pertandingan memperoleh nilai 3, sedangkan yang kalah memperoleh nilai 
0. Untuk pertandingan yang berakhir seri, kedua tim memperoleh nilai 
masing-masing 1. Di akhir turnamen, jumlah nilai seluruh tim adalah 
124. Banyaknya pertandingan yang berakhir seri adalah : : : : : 

(OSK 2003) Dari sepuluh orang siswa akan dibentuk 5 kelompok, 
masing-masing beranggota dua orang. Berapa banyaknya cara membentuk 
kelima kelompok ini ? 

(OSP 2003) Berapakah banyaknya cara memilih tiga bilangan berbeda 
sehingga tidak ada dua bilangan yang berurutan, jika bilangan-bilangan 
tersebut dipilih dari himpunan (1, 2, 3,..., 9,101? 

(OSK, Tipe 3/2012) Dalam suatu pertemuan, setiap pria berjabat tangan 
dengan setiap orang kecuali dengan istrinya: dan tidak ada (tidak dilakukan) 
jabat tangan diantara sesama wanita. Jika yang menghadiri pertemuan 
tersebut ada sebanyak 13 pasang suami-istri, ada berapa banyak jabat 
tangan yang dilakukan oleh 26 orang tersebut? 

(OSK, Tipe 1/2012) Diketahui suatu kelas terdiri dari 15 siswa. Semua siswa 
tersebut akan dikelompokan menjadi 4 kelompok yang terdiri dari 4, 4, 4, dan 
3 siswa. Ada berapa cara pengelompokan tersebut? 

(OSK 2013) Tentukan semua bilangan tiga digit yang memenuhi syarat 
bahwa bilangan tersebut sama dengan penjumlahan dari faktorial setiap 
digitnya. 


s-Inet 


e V Banyaknya himpunan bagian dari S adalah .... 
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Kombinasi dengan Pengulangan 

Perhatikan permasalahan di bawah ini: 

(") Berapa banyak solusi bulat yang memenuhi persamaan xXy 4 Xo #xg -10, 

dengan xi 20? 

Masalah di atas, termasuk Persamaan dengan Solusi Bilangan Bulat. Dan 

masalah ini eguivalen dengan tiga kondisi berikut: 

"Banyaknya cara memilih r obyek dari n obyek dengan pengulangan. 

» Banyaknya cara mendistribusikan r bola identik ke dalam n lubang berbeda 
dengan syarat tiap-tiap lubang memuat dengan jumlah sebarang. 

» Banyaknya solusi bilangan bulat yang memenuhi 
Mt Xo 4 X3 tt Xp 5, Xj 20. 

Sebelum kita bahas lebih lanjut, tentang kombinasi dengan pengulangan. 

Perhatikan rumus-rumus berikut tentang Permutasi & Kombinasi 


s» Ada n' cara menditribusikan r bola berbeda ke dalam n lubang berbeda 
dengan syarat tiap-tiap lubang memuat dengan jumlah sebarang 

"Ada P(n, r) cara menditribusikan r bola berbeda ke dalam n lubang berbeda 
dengan syarat tiap-tiap lubang memuat paling banyak 1 bola. 

» Ada C(n, r) cara menditribusikan r bola identik ke dalam n lubang berbeda 
dengan syarat tiap-tiap lubang memuat paling banyak 1 bola. 


1 Ada Maa | cara menditribusikan r bola identik ke dalam n lubang berbeda 


dengan syarat tiap-tiap lubang memuat dengan jumlah sebarang. 
Sehingga Rumus untuk Kombinasi berulang, yang salah satunya untuk 
menyelesaikan masalah (X) di atas adalah: 


(“) 


Jadi, masalah (“) n-3, r -10 sehingga banyaknya solusi bulatnya adalah 


Contoh 1: 
“Suatu toko menjual 5 jenis roti dalam kaleng. Nabilah membeli 6 kaleng roti 
tersebut. Banyaknya cara memilih roti kalengan adalah 
Ou MH e3 10! 
6 6 4! 6! 
v Banyaknya penyelesaian bulat tidak negatif dari x, # x, # x3 # x, — 6 adalah 
eh 
6 6) 316! 
v Ada 10 bola dimasukan dalam 6 lubang. Setiap lubang dapat memuat 
seluruh bola. Banyakanya cara memasukan bola-bola itu adalah 


( 14 10) e (5) Dasi 


10 10/96! 
Contoh 2: 
Berapa banyak solusi bulat non-negatif yang memenuhi x4 4 xo 4 xg 4 xy K 99? 
Pembahasan: 


Permasalahan di soal, bisa kita buat kasus-kasus berikut: 


Vo Xi4X0 4X93 #X4 50 
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Vo Xt Xo X3 #Xy 5 
Vo Xt Xo 4 X3 4 X4 52 


Vo Xt Xo 4 X3 H X4 599 
Kasus pertama memiliki C(4—1--0,0) solusi, kasus kedua memiliki C(4-1-11) 


solusi, dst. Jadi banyaknya solusi untuk permasalahan pada soal adalah 
C(4 —1-4 0,0) - C(4 —1-41A) -... -C(4 1-1 99,99) (N). 


Perhatikan bahwa permasalahan pada soal juga eguivalen dengan mencari 
banyaknya solusi bulat untuk x4 -xo #-x3 #x4 4x5 —99. Mengapa ini eguivalen? 


Ya, karena x5 dapat bernilai mulai 0, 1, 2, ..., 99, dan untuk kasus x5 -k adalah 
sama dengan kasus X4 -x» #x3 #xy —-99-k. Jadi banyaknya solusi adalah 
C(5 —1-4 99, 99) — 4.421.275 (“7) 


Karena (1) & (3) harus sama, maka 
C(4 1-4 0,0) - C(4 —1-41A1) 4... - C(4 —1-4 99,99) -C(5-1-199,99). Secara umum 


identitas ini berlaku: 
" jk | " anak j 
- — 
r r 


DA 


Contoh 3: 

Berapa banyak solusi bulat yang memenuhi 2x4 4 xo -xg —4, xj 20 
Pembahasan: 

Jika kita misalkan Y4 — 2x4, Yo —- Xo, & Yg — X3, Maka persamaan disoal eguivalen 
dengan Y «Yo 4Y3 54 dimana Y -0,24....., Yo 20,Y3g 20. Untuk 
menyelesaikan ini, kita bagi ke dalam kasus demi kasus melihat pada variabel Y . 
" Kasus 1: 


Y 5-0, Maka kita punya Yo» #Y3 -4 Y, 20. Jadi banyaknya solusi bulat 
adalah C(2-—1-4,4) 
" Kasus 2: 
Yy -2, Maka kita punya Yo 4#Y3 -2 Y, 20. Jadi banyaknya solusi bulat 
adalah C(2-—1-2,2) 
» Kasus 3: 
Y —-4, Maka kita punya Yo 4#Y3 -0 Yj 20. Jadi banyaknya solusi bulat 
adalah C(2-—1--0,0) —1 
Dengan aturan penjumlahan, banyaknya solusi untuk permasalahan pada soal 
adalah C(2-1-4, 4)-C(2-14-2,2)-C(2-—1-40,0)-—9. 


Contoh 4: 

Berapa banyak solusi bulat yang memenuhi xy # xo #xg —0, xj 2-5? 
Pembahasan: 

Misalkan Yj —- xj #5, maka kita peroleh persamaan baru yang eguivalen dengan 
persamaan pada soal: Y —54Y9 —54Y3 -—5-0, Y, 20 atau 
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Y 4Yo 4Y3 —15, Yy 20. Jadi banyaknya solusinya adalah C(3 -1-15, 15) -136. 


LATIHAN 1.4B 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Tuliskan ke dalam bentuk persamaan dengan solusi bulat dari pernyataan- 

pernyataan berikut: 

a. Banyaknya cara mendistribusikan r bola identik ke dalam n lubang 
berbeda dimana dimana pada lubang pertama memuat sedikitnya k bola. 

b. Banyaknya cara mendistribusikan r bola identik ke dalam n lubang 
berbeda sedemikian hingga tidak ada lubang yang memuat lebih dari 2 
bola. 

c. Banyaknya cara membagi r rupiah uang ke dalam uang 1 rupiah-an, 
seratus-an rupiah, dan lima ratusan rupiah. 

Berapa banyaknya solusi bulat yang ada pada persamaan 

XM 4-Xo # X3 # X4 4 Xp 515, Xx 20? dimana xx 2-3? dimana xx 22k? 

Berapa banyaknya solusi bulat yang ada pada persamaan 

X4 #Xo #Xg S10, Xx 20? dimana xx 2-2? dimana xx 22k? 

Berapa banyaknya solusi bulat yang ada pada persamaan 2x4 #x5» #x3 —12 

dimana xx 20? dimana xx 2-1? 

Berapa banyaknya solusi bulat yang memenuhi sistem persamaan 

uk tX3 tXgy H X5 —.. dimana xx 50? 

X4 #Xo H& X3 —5 

Berapa banyaknya kemungkinan jika kita melempar tiga buah dadu berbeda 

sehingga menghasilkan jumlah sepuluh? 

Sebuah toko memiliki 10 buah balon merah, 9 buah balon kuning, dan 11 

buah balon hijau. Seorang pembeli ingin membeli 8 buah balon. Ada berapa 

banyak cara pembeli tersebut membeli balon? 

Tentukan banyakanya pasangan bilangan asli (a,b,c,d) yang memenuhi 

atb4c4d-—17. 

Tentukan banyaknya tripel bilangan bulat (x, y, z) yang memenuhi 

persamaan x4t y-z—18 dengan syarat x -3, y 24, & z25? 

Tentukan banyaknya tripel bilangan bulat (x,y,z) yang memenuhi persamaan 

X4y4z—9 dengan syarat 0x xx 4,0xyx5,0xzX3. 


Misalkan terdapat sepuluh bola yang identik, dan keranjang yang dinomori 1, 
2, 3, . 8. Tentukan banyaknya cara mendistribusikan bola ke dalam 
keranjang agar setiap keranjang terisi sedikitnya 1 bola. 


Dua puluh apel dan 15 jeruk dibagikan kepada 5 orang anak, tiap anak boleh 
mendapat lebih dari 1 buah apel atau jeruk, atau tidak sama sekali. Berapa 
jumlah cara pembagian yang dapat dilakukan? 


(OSP 2009) Tiga dadu berwarna hitam, merah, dan putih dilempar bersama- 
sama. Macam hasil lemparan sehingga jumlah ketiga mata dadu adalah 8 
sebanyak .... 


(OSP 2004) Berapakah banyaknya barisan bilangan bulat tak negatif (x,y,z) 
yang memenuhi persamaan x-y-z-99? 
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15. Berapa banyaknya penyelesaian bulat taka negatif dari x, #x, #---4-x7 —10 


jika xj 20, 1SiS6, &x7250 


16. Carilah banyaknya penyelesaian bulat x -y #z «14, x 22, y 23, 2 4z X5. 
17. Carilah banyaknya cara menempatkan 15 bola dalam 5 kotak berbeda 


sehingga kotak pertama berisi paling sedikit satu bola dan paling banyak 3 
bola, kotak kedua berisi dua bola sampai dengan 4 bola, dan kotak-kotak 
yang lain paling sedikit berisi dua bola. 


1.5. Binomial Newton 
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Segitiga Pascal 


Perhatikan penjabaran dari suku-suku berikut (ingat bahwa ad —1 untuk 
semua bilangan real a): 


da -x) - x 

da tx) — x 0x 

dx)? — a 0 xx! » xi 

dx) — 0 0 dl 0. gd » 
dx 5 x0 1 4 1. & d3 1. 


Jika hanya koefisiennya saja yang kita tulis, maka kita peroleh bentuk 
berikut: 


Baris 1 : 1 

Baris 2 : | 1 

Baris 3 : 1 2 1 

Baris 4 : 1 3 3 1 

Baris 5 : 1 4 6 4 1 


Untuk setiap bilangan bulat non-negatif n, maka entri baris ke-n adalah 
koefisien dari pangkat x dalam penjabaran ag. Bilangan-bilangan 
yang merupakan koefisien dalam penjabaran sebarang jumlah dua bilangan 
(a-b)", dikenal dengan Koefisien Binomial. Susunan dari bilangan- 
bilangan koefisien binomial lebih dikenal dengan sebutan Segitiga Pascal. 


Contoh 1: 


Gunakan segitiga pascal untuk menemukan penjabaran dari (x -- y. 
Pembahasan: 


Perhatikan susunan segitiga pascal untuk 6 baris: 


1 
1 1 
1 2 1 
1 3 c' 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 


Kita sekarang memiliki: x- y — Eh 41) xXz0, 
Xx 


5 
Jadi: (X4 y” 5-2 4) 4 dan 
Xx 


Didik Sadianto 
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Sekarang, 
5 
(X4 y» — y9 2) 
Xx 


2 3 4 5 
Ma Aa MEA 2 “5 


X x? x$ PN 


-x? 5x1 410x3y2 410x2y3 15xy3 nye. 
Contoh 2: 


Jabarkan bentuk dari (3 -- 2x). 
Pembahasan: 


Perhatikan bahwa: 
(82x)? —3(2x)9 44.35 (2x) 16.32 (21)? 44.31 (2203 430 (2x) 
-8141216x4216x2 196x? 416x5. 


b. Rumus untuk Koefisien 
Teorema Binomial 


n 
Ce 3 la xK y1K dimana xyeN dan n bilangan asli, serta 


ny n! 
aa: 


Akibat 1 Teorema Binomial 
Misal n bilangan bulat non-negatif. Maka 


n (n 
» —-21 
K-0 8 


(Bukti diserahkan pembaca). 


Akibat 2 Teorema Binomial 
Misal bilangan bulat non-negatif. Maka 


n n 
—)4 | I-0. 
P3 3 » 
(Bukti diserahkan pembaca). 
Akibat 3 Teorema Binomial 
Misal bilangan bulat non-negatif. Maka 
n n 
2 2 | res 
k-0 k 
(Bukti diserahkan pembaca). 
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Teorema Identitas Pascal 
Misal n dan k bilangan bulat positif dengan n z2 k. Maka 


n--1 n n 
— ai TP 
"elu 
Teorema Identitas Vandermonde 


Misal m, n, dan r bilangan bulat non-negatif dengan r tidak melebihi m atau 
n. Maka 


(TA 


Akibat Teorema Identitas Vandermonde 
Jika n bilangan bulat non-negatif, maka 


2n 0 3 n . 

n — k—0 k 
(Bukti diserahkan pembaca). 
Contoh 3: 


Tentukan koefisien dari x? dari penjabaran (Dang 3, 
Pembahasan: 


isi 
Sang 2 | j (Ge DN 
k-01 Kk 
Untuk suku x$ dapat kita peroleh ketika k - 3, sehingga kita peroleh bentuk 
1 
S 212 27.x8 Jadi, koefisien dari x? adalah — “27 


Contoh 4: 
1 12 
Tentukan suku constan dalam penjabaran bentuk 3) . 
X 
Pembahasan: 
12 
12 (12 i2—k 
es) Aa 
3 k-01k 
12 (12 12 (12 
2 | pe - $ | j3 
k-01K k-01K 


Untuk mendapatkan suku konstan, maka haruslah —364-4k4-0 »k-—9. 


12 
Sehingga suku konstannya adalah | 9 | — 220. 


c. Rumus Koefisien Lanjutan 


Definisi 
Jika Ni, N2, N3, ...,Nr adalah bilangan-bilangan bulat tidak negatif sedemikian 


sehingga n, ny, #nj 4...4n, — 1 maka 


Moe an 
Na, No, N3, Mp)” ni!ng!ng!..ny! 
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Akibat 
Jika n,r EN, maka koefisien dari x57 x??... xy” pada (x, Hxo #4 x,)" 
adalah ak yang mana ny (1Sisr) adalah bilangan-bilangan bulat 


dengan 0 Sy Sn dan n, 4n, -n, 4...#n, —n 


Contoh 5: 


Sa 
Ki 2, Bj “abi 


: — . —-168 
la 2. U, | —st2lota! — 
Koefisien a?bc? dari (a#-b #-c)? adalah —— — 30 
v Koefisien a?bc? dari (2a # 3b 4 c) adalah 


S 


3! 22 31 12 — 30.4.3 — 360 


2!1!2! 


LATIHAN 1.5 


1. Hitung dua digit dari bilangan 1 ka 


12 
2. Tentukan koefisien x? dalam penjabaran h txt rj : 


3. Jika x? 114 dan x» 0, maka hitunglah nilai dari x? 2 
Xx Xx 


10 
4. Tentukan koefisien x'? dalam penjabaran h Aa v6) 


2 2 2 
5. (OSK 2009) Nilai eksak dari sa 4 sa tt Bs adalah ... 
1 2 1004 


6. (AIME 1983) Tentukan sisanya jika 683 1883 dibagi 49. 
7. Sederhanakan bentuk: (awb -ta—b)”. Selanjutnya, maka hitunglah 


nilai dari (3-2 - (V3 12). 
8. Tentukan nilai dari (x41)? “(x-1)?. Selanjutnya, maka hitunglah 
Ka 2 oa 


n 
9. Buktikan bahwa Xx 3". "C, -4" 
r-0 


10. Manakah yang lebih besar (1,01) 00000 atau 10.000? 
10 
11. (OSK 2011) Koefisien x“ dari penjabaran 2x4 3x2) adalah ... 


9 
12. (OSP 2007) Suku konstanta pada ekspansi aa 1 adalah ... 
X 


Tn 1004 K 
13. (OSP 2008) Nilai dari X 3 k 
k—- 


rod 3 
. 3 


8 
14. (OSP 2010) Jumlah suku konstanta dari 8 2) adalah ... 


X 
15. (OSP 2010) Nilai 5: GE 9s )- 
J0 NI Ni—0 MW 
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16. Ada berapa banyak cara menyusun kata MATHEMATICS dimulai dari 
atas ke bawah jika huruf-huruf yang diambil harus berdekatan. 


17. Tentukan banyaknya cara menyusun kata SUKA dari atas ke bawah pada 
susunan berikut jka huruf-huruf yang diambil harus berdekatan. 


2. Peluang Suatu Kejadian 
Pengertian dasar peluang yang muncul dalam soal-soal Olimpiade melibatkan situasi 
yang mengharuskan kita perlu menghitung bilangan yang menyatakan jumlah 
kemungkinan keberhasilan dari beberapa keluaran tertentu dan bilangan yang 
menyatakan banyak kemungkinan semua keluaran. Jika semua kejadian memiliki 
kemungkinan yang sama untuk terjadi, maka peluang keberhasilannya adalah hasil 
bagi dari dua bilangan tersebut. 


Peluang bahwa suatu kejadian terjadi didefinisikan sebagai 
Banyaknyacara berbedaagar kejadiantersebut dapat terjadi 


atau dengan kata lain: 
Banyaknyakemungkina semuakeluaran 


Jika A suatu kejadian dan S suatu ruang sampel, dimana AcS, maka peluang 
kejadian A dinyatakan sebagai berikut: 


1S) 
Dimana n(A) :banyaknya anggota himpunan A dan n(S): banyaknya anggota dalam 
himpunan ruang sampel. 


Kisaran Nilai Peluang 
Jika S adalah suatu ruang sampel dari suatu percobaan, A adalah suatu kejadian, dan P 
adalah suatu fungsi peluang, maka P(A) adalah peluang kejadian A yang benilai real 


jika memenuhi tiga sifat berikut: 

v Untuk setiap A, Os P(A) 1 

v PS)-1 

v PA A)- PIA) PCAo), untuk A4 & Ab yang saling lepas. 


Frekuensi Harapan 
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Dalam sejumlah percobaan, Frekuensi harapan dari suatu kejadian sama dengan 
peluang kejadian tersebut dikalikan banyak percobaan. Atau disimbolkan dengan 
Fh(A) - PIA) xn 
Fp((A) : Frekuensi harapan kejadian A 
P(A): Peluang kejadian A 
n: banyaknya percobaan 


Komplemen Suatu Kejadian 
Kejadian bukan A dari himpunan semesta S ditulis dengan simbol A atau AS. Dan 
disebut sebagai komplemen himpunan A. Dan berlaku rumus. 
P(A) —1-— plaS) v plas )- 1- PIA) v PIA) - plas)-: 
Kejadian Majemuk 
“ Dua kejadian saling lepas 
Apabila A & Ab adalah kejadian-kejadian dalam suatu percobaan dan jika: 
o An —9 maka A4 & Ab disebut kejadian yang saling lepas dan 
PIA V Ap) - PIA )- PIAp ): 
Oo An z9 maka A4 & Ab disebut kejadian yang tidak saling lepas dan 


PIA Y Ap) - PIA) PIAp)- PIA N Ao): 


“ Dua kejadian saling bebas 
Apabila A & As adalah dua kejadian dengan syarat bahwa peluang bagi kejadian 
A1 tidak mempengaruhi kejadian Ap, maka A4 & Ab disebut sebagai kejadian- 
kejadian saling bebas. Dan berlaku rumus 
PA DAp)- PIA) P2) 
“ Dua kejadian bersyarat tidak saling bebas 
Apabila A & As adalah dua kejadian dengan syarat bahwa peluang bagi kejadian 
A1 akan mempengaruhi kejadian A», maka A4 & Ab disebut sebagai kejadian- 
bersyarat tidak saling bebas. Dan berlaku rumus 
PIA NA2)- PIA) P(AsIA) 
P(26/A) dibaca peluang kejadian Ab dengan syarat A, terjadi atau peluang 
bersyarat kejadian A» setelah diketahui kejadian Aj:. 


LATIHAN 2A 

1. Pada percobaan melemparkan sebuah dadu bersisi enam, berapakah peluang 
munculnya mata dadu lebih dari empat? 

2. Jika 2 kartu diambil secara acak dari 1 set kartu bridge, berapa peluang 
mendapatkan keduanya sekop? 

3. Sekeping uang logam dilemparkan 30 kali, maka frekuensi harapan muncul 
gambar adalah .... 

4. Dua bola diambil secara acak dari sebuah kantong yang terdiri dari 10 bola 
merah dan 8 bola biru. Berapa peluang mendapatkan sedikitnya satu bola 
biru? 

5. Jika peluang hari esok akan turun hujan adalah 0,45. Berapa peluang bahwa 
cuaca akan cerah esok hari? 

6. Pada pengambilan 1 kartu secara acak dari 1 set kartu bridge , berapa 
peluang mendapatkan kartu As atau King? 
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Pada percobaan melempar dua dadu bersama-sama, tentukan peluang untuk 
mendapatkan kedua mata dadu: 

i. berjumlah 3, 

ii. ' berjumlah 8, 

iii. '. berjumlah 3 dan 8, 

iv. berjumlah 3 atau 8. 

Sebuah dadu bersisi enam dilemparkan dua kali. Berapakah peluang bahwa 
nomor yang muncul pada lemparan pertama adalah 2 dan nomor yang 
muncul pada lemparan kedua lebih dari 2? 

Dalam sebuah kantong terdapat 8 bola merah, 7 bola kuning, dan 5 bola 
hijau yang memiliki bentuk dan ukuran yang sama. Tiga bola diambil satu 
persatu tanpa pengembalian . Berapakah peluang mendapatkan ketiga bola 
itu: 

i. berwarna merah, 

ii. berurut-turut berwarna merah — kuning - hijau? 

(OSK 2011, Tipe 1) Enam dadu dilempar satu kali. Probabilitas banyaknya 
mata yang muncul berjumlah 9 adalah .... 

(OSK 2011, Tipe 3) Dua buah dadu dilempar secara bersamaan. Sisi dadu 
pertama diberi angka 1, 2,2, 3, 3, dan 4. Sisi dadu kedua diberi angka 1, 3, 4, 
5, 6, dan 8. Propabilitas agar jumlah kedua sisi atas sama dengan 5, 7, atau 
9 adalah .... 

(OSP 2011) Dua dadu memiliki angka satu sampai 6 yang dapat dilepas dari 
dadu. Kedua belas angka tersebut dilepaskan dari dadu dan dimasukkan ke 
dalam suatu kantong. Secara acak diambil satu angka dan dipasangkan ke 
salah satu dari kedua dadu tersebut. Setelah semua angka terpasangkan, 
kedua dadu dilemparkan secara bersamaan. Peluang munculnya angka tujuh 
sebagai jumlah dari angka pada bagian atas kedua dadu tersebut adalah :  : 


(OSP 2011) Misalkan A adalah himpunan semua pembagi positif dari 10”. Jika 
dipilih dua bilangan sebarang x dan y di A (boleh sama), tentukan peluang 
dari kejadian x membagi y. 

(OSK 2010) Perempat final Liga Champions 2010 diikuti 8 team A, B, C, D, E, 
F, G, dan H yang bertemu seperti tampak dalam undian berikut: 
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Setiap team mempunyai peluang 1/2 untuk melaju ke babak berikutnya. 
Peluang kejadian A bertemu G di final dan pada akhirnya A juara adalah ... 
(OSP 2009) Ada empat pasang sepatu akan diambil empat sepatu secara 
acak. Peluang bahwa yang terambil ada yang berpasangan adalah : 
(OSK 2008) Dua buah dadu identik (sama persis) dilemparkan bersamaan. 
Angka yang muncul adalah a dan b. Peluang a dan b terletak pada sisi-sisi 
yang bertolak belakang (di dadu yang sama) adalah : :: 

(OSP 2008) Anggap satu tahun 365 hari. Peluang dari 20 orang yang dipilih 
secara acak ada dua orang yang berulang tahun pada hari yang sama adalah 
(OSP 2008) Tiga bilangan dipilih secara acak dari 41,2,3, -”,20085. Peluang 
jumlah ketiganya genap adalah : : - 

(OSK 2007) Peluang menemukan di antara 3 orang ada paling sedikit 2 orang 
yang lahir dalam bulan yang sama adalah.... 

(OSK 2006) Dalam sebuah kotak terdapat 5 bola merah dan 10 bola putih. 
Jika diambil dua bola secara bersamaan, peluang memperoleh dua bola 
berwarna sama adalah ... 

(OSP 2006) Sebuah kelas akan memilih seorang murid di antara mereka 
untuk mewakili kelas tersebut. Setiap murid mempunyai kesempatan yang 


sama untuk dipilih. Peluang seorang murid laki-laki terpilih sama dengan : 


kali peluang terpilihnya seorang murid perempuan. Persentase murid laki-laki 
di kelas tersebut adalah : :  : 

(OSP 2006) Win memiliki dua koin. Ia akan melakukan prosedur berikut 
berulang-ulang selama ia masih memiliki koin : lempar semua koin yang 
dimilikinya secara bersamaan, setiap koin yang muncul dengan sisi angka 
akan diberikannya kepada Albert. Tentukan peluang bahwa Win akan 
mengulangi prosedur ini lebih dari tiga kali. 


(OSK 2005) Dua buah dadu dilemparkan bersamaan. Berapakah peluang 
jumlah angka yang muncul adalah 6 atau 8 ? 

(OSP 2005) Dua buah dadu dilemparkan secara bersamaan. Peluang jumlah 
kedua angka yang muncul adalah bilangan prima adalah :  : 

(OSP 2005) Di dalam sebuah kotak terdapat 4 bola yang masing-masing 
bernomor 1, 2, 3 dan 4. Anggi mengambil bola secara acak, mencatat 
nomornya, dan mengembalikkannya ke dalam kotak. Hal yang sama ia 
lakukan sebanyak 4 kali. Misalkan jumlah dari keempat nomor bola yang 
terambil adalah 12. Berapakah pelaung bola yang terambil selalu bernomor 
3? 

(OSK 2004) Sebuah kotak berisi & bola merah dan & bola putih. Secara 
acak diambil dua bola sekaligus. Peluang untuk mendapatkan dua bola 
berwarna sama adalah ... 

(OSP 2004) Dari antara 6 buah kartu bernomor 1 sampai 6 diambil dua kartu 
secara acak. Berapakah peluang terambilnya dua kartu yang jumlah 
nomornya adalah 6? 

(OSP 2003) Upik melemparkan n dadu. Ia menghitung peluang 
terjadinya jumlah mata dadu sama dengan 6. Untuk n berapakah peluang 
tersebut paling besar? 

(OSK, Tipe 1:2:3/2012) Suatu set soal terdiri dari 10 soal pilihan B atau S dan 
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15 soal pilihan ganda dengan 4 pilihan. Seorang siswa menjawab semua soal 
dengan menebak jawaban secara acak. Tentukan propabilitas ia menjawab 
dengan benar hanya 2 soal? 

(OSK, Tipe 1:2:3/2012) Suatu dadu ditos enam kali. Tentukan propabilitas 
jumlah mata yang muncil 27. 

(OSP 2012) Diketahui empat dadu setimbang dan berbeda, yang masing- 
masing berbentuk segi delapan beraturan bermata 1, 2, 3, ..., 8. Empat dadu 
tersebut ditos dilempar) bersama-sama satu kali. Probabilitas kejadian ada 
dua dadu dengan mata yang muncul sama sebesar ... 

(OSK 2013) Suatu partikel bergerak pada bidang Cartesius dari titik (0,0). 
Setiap langkah bergerak satu satuan searah sumbu X positif dengan 
probabilitas 0,6 atau searah sumbu Y positif dengan probabilitas 0,4. Setelah 
sepuluh langkah, probabilitas partikel tersebut sampai pada titik (6,4) 
dengan melalui titik (3,4) adalah .... 

(OSK, 2013) Sepuluh kartu ditulis angka satu sampai sepuluh (setiap kartu 
hanya terdapat satu angka dan tidak ada dua kartu yang memiliki angka yang 
sama). Kartu-kartu tersebut dimasukan kedalam kotak dan diambil satu 
secara acak. Kemudian sebuah dadu dilempar. Probabilitas dari hasil kali 
angka pada kartu dan angka pada dadu menghasilkan bilangan kuadrat 
adalah ... 


LATIHAN 2B 


1. 


(AMC 10A/2004) Uang logam A dilemparkan sebanyak tiga kali dan uang 
logam B dilemparkan sebanyak 4 kali. Berapakah peluang bahwa banyaknya 
muncul Gambar yang diperoleh dari pelemparan dua uang logam tersebut 
adalah sama? 

(AMC 10B/2003) Sebuah kantung berisi dua kelereng Merah dan dua 
kelereng Hijau. Masukkan tangan ke kantung dan ambillah sebuah kelereng, 
kemudian tukarlah dengan kelereng Merah (tidak peduli warna apa pun yang 
diambil). Berapa peluang bahwa semua berwarna merah setelah tiga kali 
penggantian? 

(AMC 12A/2003) Berapa peluang bahwa sebuah faktor positif dari 60 yang 
diambil secara acak adalah kurang dari 7? 

(AMC 12A/2003) Sebuah titik P dipilih secara acak di dalam segitiga sama sisi 
ABC. Berapakah peluang bahwa luas segitiga ABP lebih besar dari luas 
segitiga ACP maupun segitiga BCP? 

(AMC 12B/2003) Suatu benda bergerak sejauh 8 cm dalam garis lurus dari A 
ke B, kemudian berputar sejauh « (dalam radian) menuju titik C (dalam 
garis lurus) sejauh 5 cm. Jika di pilih « secara acak dalam interval (0, z), 


berapakah peluang bahwa AC « 7? 
(AMC 12B/2003) Misalkan S adalah himpunan semua permutasi dari barisan 
bilangan 1, 2, 3, 4, 5 yang suku pertamanya bukan 1. Sebuah permutasi 


dipilih secara acak dari S, peluang bahwa suku keduanya 2 adalah 5 dimana 


FPB(a,b)-1. Tentukan nilai dari a t b? 
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diberi nomor mulai 1 sampai 8. Kemudian Amal mengelindingkan dadu bersisi 
enam beraturan. Berapa peluang bahwa hasil kali angka yang muncul dari 
kedua pengelindingan tersebut merupakan kelipatan 3? 

(AMC 12B/2002) Misalkan titik P dipilih secara acak dalam daerah segiempat 
yang titik-titik sudutnya (0,0), (2,0), (2,1), (0,1). Jika @(3, 1) dan O(0,0), 
Maka tentukan peluang bahwa titi P memenuhi kondisi OP « P@? 

(AMC 12A/2002) Segitiga ABC adalah segitiga siku-siku dengan sudut ACB 


adalah sudut siku-sikunya, ZABC -— 60”, & AB -—10. Titik P dipilih secara acak 


di dalam segitiga ABC, dan BP diperpanjang sehingga memotong AC di D. 
Berapakah peluang bahwa BD» 5/2? 

(AMC 12A/2003) Tina memilih dua bilangan berbeda secara acak dari 
himpunan bilangan 41, 2, 3, 4, 54, dan Sergio memilih sebuah bilangan 
secara acak dari himpunan 41, 2, 3, ..., 105. Berapakah peluang bahwa 
bilangan yang dipilih Sergio lebih dari jumlah dua bilangan yang dipilih Tina? 
(AMC 12/2001) Sebuah titik P dipilih secara acak dari bagian dalam segi lima 
yang titik-titik sudutnya AO, 2), B(4, 0), C(27 -1, 0), D(27 1, 4), & E(0, 4). 
Berapakah peluang bahwa sudut APB adalah tumpul? 

(AMC 12/2001) Sebuah kotak memuat tepat lima Chip ( tiga merah dan 2 
putih). Chip tersebut diambil secara acak satu demi satu tanpa dikembalikan 
sampai semua chip merah terambil atau sampai semua chip putih terambil. 
Berapa peluang bahwa chip terakhir yang terambil adalah putih? 

(AMC 12B/2004) Setiap sisi kubus diwarnai Merah atau Biru, masing-masing 
dengan peluang 1/2. Warna setiap kubus ditentukan secara bebas. 
Berapakah peluang bahwa kubus yang diwarnai dapat diletakkan pada 
permukaan datar sedemikian hingga keempat sisi yang vertikal memiliki 
warna yang sama? 

(AMC 12B/2006) Misalkan x dipilih secara acak dari interval (0, 1). 
Berapakah peluang bahwa |log4x I-|logx/-0? (|x| menyatakan bilangan 
bulat terbesar yang kurang atau sama dengan x) 


Peluang Khusus: 

A. Distribusi Binomial 
Jika suatu percobaan hanya menghasilkan dua kejadian yakni A dan bukan A (A9) 
dimana P(A) — £ — peluang kejadian A dan P(A) —1- £. 


Perhatikan bahwa jika pada tiap percobaan harga #£ — P(4) nilainya konstant, 
maka percobaan yang berulang-ulang tersebut dinamakan percobaan 
Bernoulli. Sekarang jika dilakukan percobaan bernoulli sebanyak N kali secara 
idenpenden, dimana Y di antaranya menghasilkan peristiwa A dan sisanya (N-Y) 
peristiwa AS. 


Jika P(4) 54 & P(4”)-1—£, maka peluang terjadinya kejadian A sebanyak 


Y— 


y kali diantara N, dihitung dengan rumus: 


Pp Pr (3) 9 4-93 
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N N! 
dengan y — 0,1,2,3,...,.N 0x41 & (5) An 
Contoh 1: 
Tentukan peluang untuk mendapatkan 6 muka G ketika melakukan undian 
dengan sebuah mata uang homogin sebanyak 10 kali. 


Pembahasan: 


Pa Sej— (“8 (H (H — 0,2050 


dimana Y — jumlah muka G yang muncul 


Contoh 2: 

Dalam sebuah tes jawaban Benar-Salah yang terdiri dari 20 soal. Tentukan 
peluang Oonitah menjawab dengan benar tepat 8076. 

Pembahasan: 

Banyaknya soal dengan jawaban benar- 80Y6 . 20 soal- 16 soal 

Peluang untuk menjawab benar adalah V2 dan 

Peluang untuk menjawab salah adalah 1 -— V2 - "2 . Sehingga: 


PW 516) — (“9 () (H — 0,0046 


dimana Y —- banyaknya jawaban benar 


Contoh 3: 

Dalam sebuah tes terdiri dari 20 soal pilihan ganda dengan 4 pilihan jawaban. 
Dimana masing-masing soal tepat dijawab secara acak dan tepat memiliki 1 
jawaban benar. Tentukan peluang Oonitah menjawab dengan benar tepat 8056. 
Pembahasan: 

Banyaknya soal dengan jawaban benar- 806 . 20 soal- 16 soal 

Peluang untuk menjawab benar adalah dan 


Peluang untuk menjawab salah adalah 1 — : - 


siw 


16 


PG tee 4 (& (3 — 0,00000036 


dimana Y —- banyaknya jawaban benar 


LATIHAN A. P 

1. Dalam pelemparan 10 buah dadu homogin sekaligus. Berapa peluang muncul 
mata dadu 6 sebanyak 8 buah? 

2. Sepuluh persen dari suatu benda tergolong ke dalam kategori A. Sebuah 
sampel sebanyak 30 buah telah diambil secara acak. Berapa peluang sampel 
tersebut akan berisikan benda dengan kategori A: 

a. semuanya 

b. sebuah 

c. dua buah 

d. paling sedikit sebuah 

e. paling banyak dua buah 


3. Tiap soal ujian pilihan ganda terdiri dari pilihan benar-salah, semuanya ada 
20 soal. Tentukan peluang menerka secara benar paling sedikit 17 soal. 
4. Dalam sebuah tes terdiri dari 10 soal benar-salah: 
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a. Berapakah peluang seorang siswa menebak dengan benar semua 
soal? 

b. Berapakah peluang seorang siswa menebak dengan benar tepat 8 
soal? 

5. Seorang pemain basket melakukan 10 kali tembakan dan peluang tembakan 
pemain tersebut masuk ring sebesar 0,5 untuk tiap-tiap tembakannya. 

a. Berapakah peluang pemain basket tersebut bisa memasukan ke dalam 
ring tepat 8 kali tembakan. 

b. Berapakah peluang pemain basket tersebut bisa memasukan ke dalam 
ring tepat 8 kali tembakan jika peluang untuk sukses memasukan ke 
dalam ring adalah 0,6. 

6. Sebuah kotak berisi 30 jelly hijau dan 20 jelly orange. Andaikan 10 jeli 
orange dipilih secara acak dari kotak tersebut. Tentukan peluang 
mendapatkan tepat 4 jelly orange jika pengambilan tersebut dikembalikan 
sebelum pengambilan berikutnya. 

7. (OSK, 2012/Tipe 1, 2, 3) Suatu set soal terdiri dari 10 soal pilihan B atau S 
dan 15 soal pilihan ganda dengan 4 pilihan. Seorang siswa menjawab semua 
soal dengan menebak jawaban secara acak. Tentukan probabilitas ia 
menjawab dengan benar hanya 2 soal? 


B. Distribusi Multinomial 
Perluasan dari distribusi binomial adalah distribusi multinomial. Misalkan suatu 
percobaan menghasilkan kejadian-kejadian 4,,A»,...,A, dengan P(A,) — 
b,, P(A») — bt», ... ,P(A,) — in 


Jika percobaan tersebut dilakukan sebanyak N kali, maka peluang akan terdapat 
x, kejadian A,, x» Kejadian A5, .... , x, Kejadian A,, ditentukan dengan rumus: 


N 
cm X1 pX2 Xn 
Dop Pa NN Lesilobasikes 


dengan x, #x» #--#-x, 5N dan 6, #4, 4-46, —1, sedangkan 0 « 4, «1 
S1 2...) 


Contoh 1: 
Dalam undian dengan sebuah dadu sebanyak 12 kali, maka peluang terdapat 
mata dadu 1, mata dadu 2, ..., mata dadu 6 masing-masing tepat dua kali sama 


dengan ... 
Pembahasan: 
12! Me in ah AA GIA YAA 
aa Sana ME IPIPIPI (9 (9 (9 (@) (@ (9 
— 0,0034 
Contoh 2: 


Sebuah kotak berisi 3 barang yang dihasilkan oleh mesin A, 4 oleh mesin B, dan 5 
oleh mesin C. Kecuali dikategorikan berdasarkan mesin, identitas lainnya 
mengenai barang tersebut sama. Sebuah barang diambil secara acak dari kotak 
itu, identitas mesinya dilihat, lalu Gisimpah kembali ke Salam kotak. Tentukan 
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mesin A, 2 dari mesin B dan 3 dari mesin C. 


Pembahasan: 
Jelas bahwa P(A) — 5, P(B) — 5, & P(C) — 5/12 
6! TAN PAN BA 
2 2 5 hh deh KI Siwon 
ae (5) (5) (5) 


LATIHAN B. P 

1. Menurut kriteria tertentu, misalkan di masyarakat terdapat 300 keluarga 
golongan rendah, 50Yo golongan menengah dan 20Y6 golongan tinggi. 
Sebuah sampel acak terdiri dari 20 keluarga telah diambil. Tentukan 
peluangnya akan terdapat 6 golongan rendah, 10 golongan rendah, dan 4 
golongan tinggi 

2. Dalam ujian matematika telah diperoleh keterangan berikut: 
P(mendapat nilai 0 — 4)- 0, 23 
P(mendapat nilai 5 — 6)- 0, 42 
P(mendapat nilai 7 — 8)-0, 27 
P(mendapat nilai 9 — 10)-0, 08 
Ada 10 mahasiswa yang mengambil ujian. Bagaimana peluanya ke 10 
mahasiswa mendapatkan nilai 9 — 10? 


C. Distribusi Hipergeometrik 
Misalkan ada suatu populasi dengan ukuran berhingga, katakan N dan ada M item 


dengan kategori 1 dan sisanya N — M item berkategori 2. Andaikan n item diambil 
tanpa pengembalian dan Y menyatakan banyaknya item tipe 1 yang diambil, 


— BT ea 


| 


PW) — 


Contoh 1: 
Dalam suatu kotak berisi 10 bola hitam dan 20 bola putih. Dari kotak tersebut 
diambil 25 bola tanpa pengembalian. Tentukan peluang mendapatkan tepat 8 


bola hitam. 
Pembahasan: 
CN Tg 
P(8: 25, 10, 30) — mlZ 
(2s) 


Contoh 2: 
Sekelompok manusia terdiri atas 50 orang dan 3 di antaranya lahir pada tanggal 1 
Januari. Secara acak diambil 5 orang. Berapa peluangnya di antara 5 orang tadi: 
a. tidak terdapat yang lahir tanggal 1 Januari 
b. terdapat tidak lebih dari seorang yang lahir pada tanggal 1 Januari? 
Pembahasan: 
a. Misalkan y - banyak orang diantara n —- 5 orang yang lahir pada tanggal 1 
Januari. Maka dengan N — 50, M — 3: 
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D5). 
(5) 


b. Tidak lebih dari seorang yang lahir pada 1 Januari, berarti y - 0 atau y — 


P5: 2250) 5 


Biak 

pMO»5:3: 50) — Ha — 0,724 
Sedangkan: 

P(4: 5: 3:50) — DG) 5 9953 


Jadi P(y S1) — 0,724 # 0,253 — 0,977. 


LATIHAN C. P 

1. Terdapat 200 pasien di antaranya 10 menderita tekanan darah tinggi. 
Secarak acak diambil 10 pasien. Hitung berapa peluangnya akan terdapat 
paling banyak dua pasien dari yang 10 ini menderita tekanan darah tinggi. 

2. Suatu perusahaan memiliki 10 pekerja, dimana tiga diantaranya pria. 
Manajer memilih secara acak 4 orang yang akan dikirim ke suatu diklat. 
a. Berapakah peluang bahwa yang dikirim jumlah pria dan wanitanya 

sama? 

b. Berapakah peluang bahwa jumlah pria yang dikirim lebih banyak? 

3. Lima kartu diambil tanpa pengembalian dari seperangkat kartu bridge (52 
kartu). Tentukan peluang masing-masing kejadian berikut: 
a. mendapatkan tepat dua As 
b. mendapatkan tepat dua king 
C. mendapatkan paling banyak dua As 
d. mendapatkan sedikitnya dua As 

4. Dalam kotak terdapat 50 telur ayam dimana 42 diantara merupakan telur 
baik dan sisanya rusak. Pengawas ayam mengambil 5 telur secara acak 
tanpa pengembalian. 
a. Berapakah peluang mendapatkan tepat tiga telur baik? 
b. Berapakah peluang mendapatkan paling banyak tiga telur baik? 


3. Prinsip sangkar merpati (pigeon-hole Priciple) 
Prinsip sangkar merpati menyatakan bahwa jika terdapat m barang yang 
didistribusikan ke dalam n buah kotak, maka sekitinya satu kotak akan menerima lebih 
dari satu barang (dimana m » n). Untuk menghemat penulisan, maka pada tulisan 
berikut prinsip ini kita singkat dengan PHP. 


Contoh 1: 

Contoh sederhana dari Prinsip ini adalah sebagai berikut: 

v Jika ada 6 burung yang ditempatkan dalam 5 rumah, maka salah satu rumah pasti 
ditempati oleh lebih dari satu burung. 

v Jika terdapat 13 orang, maka sedikitnya ada dua orang merayakan ulang tahun 
pada bulan yang sama. 
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v Dalam satu kelas yang terdiri lebih dari 32 murid, maka ada murid yang ulang 
tahun dengan tanggal sama. 
v Di Jakarta ada sedikitnya dua orang yang mempunyai tinggi sama (dalam cm) 


Contoh 2: 

Tentukan jumlah minimal anggota yang harus diambil dari himupunan Ss-4, PA 9! 
sehingga dapat dipastikan dua diantara bilangan tersebut jumlahnya 10. 

Pembahasan: 

Partisi himpunan S menjadi lima subhimpunan dimana ini sebagai sarang merpati, 
yaitu: (1,91 2 8113,71 (4, 6), (5). Jadi menurut PHP kita harus memilih 6 (merpati) 
anggota agar dapat dipastikan bahwa jumlah dua diantara enam bilangan tersebut 
jumlahnya 10. 


Contoh 3: 

Misalkan A adalah himpunan dua puluh bilangan asli yang dipilih dari barisan 
matematika 1, 4, 7, 10, ....,100. Buktikan bahwa ada dua bilangan asli berbeda dalam 
A yang jumlahnya 104. 

Pembahasan: 

Kita partisi ketigapuluh emapt anggota dari deret ini menjadi delapan belas himpunan, 
yakni 41 (52), (4, 1001, (7,971, 10, 94)...., 149,551. Karena kita memilih dua puluh 
bilangan asli dan kita mempunyai delapan belas himpunan, maka berdasarkan PHP, 
terdapat dua bilangan yang merupakan anggota dari himpunan yang sama. Perhatikan 
bahwa jumlah keduanya adalah 104. 


Contoh 4: 

Diberikan 52 bilangan bulat positif. Tunjukkan bahwa kita dapat memilih dua di antara 
bilangan-bilangan ini sehingga jumlah atau selisihnya habis dibagi 100. 

Pembahasan: 

Perhatikan gambar di bawah ini: 


Fs 
...oooc... 51 50 


Angka dalam kotak merepresentasikan sisa bagi suatu bilangan dengan 100. Terdapat 
51 kotak dan tepat 52 bilangan yang akan dimasukkan ke dalam kotak. Berdasarkan 
PHP maka akan terdapat kotak yang berisi lebih dari satu benda. Misalkan kotak ke-I 
berisi lebih dari satu bilangan. Maka jika dua bilangan pada kotak tersebut memiliki sisa 
bagi yang sama, selisih dari kedua bilangan tersebut akan habis dibagi 100. Sedangkan 
jika sisa baginya berbeda maka jumlah dari kedua bilangan tersebut akan habis dibagi 
100. 


Contoh 5: 

Ada 33 siswa dalam suatu kelas dan jumlah usia mereka 430 tahun. Apakah benar 
bahwa kita dapat menemukan 20 siswa dalam kelas tersebut sedemikian sehingga 
jumlah usianya lebih dari 260? 

Pembahasan: 

Misalkan usia-usia 33 siswa dalam suatu kelas a,, a», a3,...,azz dan asumsikan 
A, Sa, Sa3 XS X a33. Sekarang anggaplah untuk saat ini yang terbesar dari 20 
siswa tersebut, a,4, A4, ..., A33 memiliki jumlah paling besar 260. Karena rata-rata usia 
dari 20 siswa adalah 13, hal ini berarti a,, XS 13. Ini berarti masing-masing dari 
bilangan a,, a5, ...,a,3 adalah paling besar 14. Jumlahkan semua bilangan, kita perolah: 
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Aa Hap #-"-a33 Sa, -a,#t"--ta,3 t 260 S 169 4 260 — 429(Kontradiksi). 


Bentuk Umum dari PHP 

Jika ada n sangkar merpati ditempati kn #- 1 atau lebih merpati, dimana k bilangan 
bulat positif, maka ada sedikitnya satu lubang yang ditempati oleh k#-1 atau lebih 
merpati. 


Contoh 6: 

Tentukan banyaknya minimal siswa dalam suatu kelas sehingga dapat dipastikan 
bahwa tiga diantara mereka mempunyai bulan lahir yang sama. 

Pembahasan: 

Disini n-12 (Sangkar Merpati) dan k4-1-3 sehingga kita peroleh k-2. Jadi jumlah 
minimal siswa agar memenuhi kondisi pada soal kn#-1-25 siswa. 


Untuk membuktikan Prinsip Pigeonhole Bentuk di atas ini kita bisa mengasumsikan X 
sebagai himpunan merpati dan Y sebagai himpunan rumah merpati. Selanjutkan kita 
memasangkan merpati x ke rumah merpati f(x). Karena jumlah merpati lebih banyak 
dari rumahnya, maka terdapat paling sedikit dua merpati, x,, x,» anggota X yang 
dipasangkan ke rumah merpati yang sama, yaitu f(x,) — f(x») untuk beberapa 
X1, Xp anggota X, dimana Ii Ka 


Contoh 7: 

Dalam membuat kode matakuliah untuk matakuliah-matakuliah bidang studi 
informatika adalah dengan cara menambahkan tiga angka pada huruf TIK. Terdapat 51 
matakuliah yang harus diberi kode dan tiga angka yang harus ditambahkan pada huruf 
TIK harus berkisar antara 101 sampai dengan 200. Tunjukkan bahwa terdapat paling 
sedikit dua matakuliah yang diberi kode dengan angka berurutan. 
Pembahasan: 

Misalkan angka-angka yang dipilih adalah A1, A2, »... As1- 


Jika angka-angka di atas digunakan bersama-sama dengan a, #1, a» #1, ...,ac, #1. 


maka terdapat 102 nomor yang merentang antara 101 sampai dengan 201. Karena ada 
100 nomor yang disediakan (yaitu 101 sampai dengan 200) dan ada 102 nomor yang 
akan digunakan, maka menurut Prinsip Pigeonhole Bentuk Kedua terdapat paling 
sedikit dua nomor yang sama. Nomor a,, az, ..., az, dan 

da #l,a, #1,...,ag, 1 semuanya berbeda. Sehingga kita mempunyai a, —aj #1 
Dengan demikian kode ai berurutan dengan kode 3 . 
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lebih dari atau sama dengan x 


Contoh 8: 
v Di dalam kelas dengan 60 mahasiswa, terdapat paling sedikit 12 mahasiswa akan 
mendapat nilai yang sama (A, B, C, D, atau E). 


v Di dalam kelas dengan 61 mahasiswa, paling sedikit 13 mahasiswa akan 
memperoleh nilai yang sama (A, B, C, D, atau E). 


Contoh 9: 

Dalam matakuliah Matematika Diskrit diberikan tugas kelompok yang akan dibagi 
menjadi enam kelompok. Jika terdapat 62 mahasiswa yang menempuh mata kuliah 
tersebut, tunjukkan bahwa terdapat paling sedikit ada 11 mahasiswa yang menjadi 
anggota suatu kelompok yang sama! 


Pembahasan: 
Kita asumsikan mahasiswa tersebut sebagai anggota dari himpunan daerah asal X dan 
kelompoknya sebagai anggota daerah kawan Y . Karena |XI| — 62, IY | - 6 dan 


(e — 11. Maka dengan menggunakan PHP, terdapat paling sedikit 11 anggota X yang 


dipasangkan dengan suatu anggota Y yang sama. Dengan demikian terdapat paling 
sedikit ada 11 mahasiswa yang menjadi anggota suatu kelompok yang sama. 


LATIHAN 3 

1. Jika dari barisan bilangan 1,2,3,4,5,...,400 diambil 201 bilangan, maka buktikanlah 
bahwa dari 201 bilangan tersebut paling tidak ada dua bilangan dimana bilangan 
yang satu yang membagi bilangan yang lain. 

2. Jika dari barisan bilangan 1,2,3,4,5,....400 diambil 201 bilangan, maka buktikanlah 
bahwa dari 201 bilangan tersebut paling tidak ada dua bilangan yang koprima 
(faktor pembagi terbesarnya 1). 

3. Diberikan barisan bilangan dari 1,2,3,...,100. Jika dari barisan bilangan tersebut 
diambil 51 bilangan, buktikan bahwa paling tidak ada 2 bilangan yang selisihnya 
50. 

4. Buktikan bahwa diantara sebarang 51 bilangan bulat positif kurang dari 100, ada 
pasangan yang jumlahnya 100. 

5. Lima belas anak secara bersama-sama mengumpulkan 100 kacang. Buktikan 
bahwa ada beberapa pasang anak yang mengumpulkan kacang dalam jumlah 
yang sama. 

6. Misalkan kita mengambil kartu berurutan dan tanpa dikembalikan dari sejumlah 52 
kartu. Diperlukan berapa kali pengambilan untuk memastikan kita mendapatkan 
dua kartu yang angkanya sama? 

7. (AHSME/1994) Satu disket ditandai "1”, dua disket ditandai dengan ”2”, tiga disket 
ditandai dengan “3”, ..., dan lima puluh disket ditandai dengan ”50”. 
142434...450-1.275 disket yang telah ditandai ini dimasukkan ke dalam kotak. 
Kemudian disket diambil dari kotak secara acak tanpa dikembalikan. Berapa jumlah 
disket minimum yang harus diambil untuk memastikan telah terambil setidaknya 
sepuluh disket dengan tanda yang sama? 
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8. Tentukan banyaknya bilangan bulat n yang diambil dari sekumpulan himpunan 
S-4,23,..., 9'sedemikian sehingga: (a) jumlah dua dari n bilangan bulat adalah 
genap (b) Selisih dua dari n bilangan bulat adalah 5. 

9. Tentukan jumlah minimal siswa yang dibutuhkan sehingga dapat dipastikan lima 
diantara mereka berada dalam kelas yang sama (Jenis kelasnya ada: TK, SD, SMP, 
SMA, SMK) 

10. Jika ada 101 surat yang akan dimasukkan ke dalam 50 kotak pos, buktikan bahwa 
ada sedikitnya satu kotak pos berisi sekurangkurangnya 3 surat. 

11. Jika terdapat n? 4 1 titik yang terletak di dalam sebuah persegi dengan panjang 
sisi n, buktikan bahwa ada sekurang-kurangnya 2 titik yang memiliki jarak tidak 
lebih dari V2 satuan. 

12. Buktikan bahwa di antara 7 bilangan bulat, pasti ada sekurang-kurangnya 
sepasang bilangan yang selisihnya habis dibagi 6. 

13. Tunjukkan bahwa di antara tujuh bilangan bulat positif berbeda yang tidak lebih 
dari 126, kita selalu dapat menemukan dua diantaranya, katakanlah x dan y 
dengan y»x sedemikian sehingga x « y x 2x. 

14. Buktikan bahwa bagaimanapun lima puluh bilangan dipilih dari A4, 2, 3,..., 1001, 
pasti terdapat dua bilangan yang selisihnya 10. 


15. Diketahui A suatu himpunan dengan anggota sepuluh bilangan asli yang bernilai 
diantara 1 dan 9. Buktikan bahwa terdapat dua subhimpunan yang irisannya bukan 
himpunan kosong dimana jumlah anggota-anggota kedua subhimpunan adalah 
sama. 

16. (OSP 2004) Berapakah banyak minimal titik yang harus diambil dari sebuah 
persegi dengan panjang sisi 2, agar dapat dijamin senantiasa terambil dua titik 


yang jarak antara keduanya tidak lebih dari 22? 


17. Apakah benar bahwa dari sebarang 30 bilangan asli berbeda, yang tidak lebih dari 
50 kita dapat memilih pasangan bilangan sedemikian sehingga satu bilangan dalam 
pasangan tersebut besarnya dua kali dari bilangan yang lainnya. 


4. Prinsip Inklusi-Eksklusi 
Prinsip inklusi-eksklusi yang paling sederhana telah kita pelajari pada saat SMP yaitu 
saat kita mempelajari prinsip menambah kardinalitas dari dua himpunan. Jika diketahui 
dua himpunan A dan B, maka banyaknya anggota dari AB adalah 
IA BI — lal --(B| -|A BI 


Perhatikan jika himpunannya ada 3, yaitu himpunan A, B, dan C, maka banyaknya 
anggota AV BUC adalah 
AUBUC| -laf-(BI--Ic|-la 5B| -la nc|-IB acI-lanB aci 


Jika himpunannya ada n himpunan, maka 


Hal Dl oat 
i- izj ja 


k 


IA VA, U.. VA, 


Bk 


AA 


ADA, NA, |. H (HD 


Dalam perhitungan soal-soal olimpiade seringkali kita perlu menghitung jumlah 
anggota komplemen suatu himpunan. Jika A suatu subhimpunan dari S, maka 
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AS — ix e S Xg A| disebut komplemen A. Perhatikan bahwa 
S| -lal- la" Jas - Isi -lal. Karena (AU B)S — AS NB”, maka kita peroleh: 
AoB(-ISI-IA v| -Isi-Ijal:le-janal ) 


Dengan cara yang sama, maka kita peroleh bentuk: 
A nB nc'-isi-lAvBud. 


Contoh 1: 
Berapa banyaknya bilangan bulat mulai 1 s.d. 100 yang habis dibagi 3 atau 5? 
Pembahasan: 
Misalkan 
S-,2,3,...,1001 
A: Himpunan bilangan bulat yang habis dibagi 3 
B: Himpunan bilangan bulat yang habis dibagi 5 
AnaB: Himpunan bilangan bulat yang habis dibagi 3 dan 5 (yaitu himpunan bilangan 
bulat yang habis dibagi KPK (3, 5) — 15) 
yang ditanyakan adalah |A n B|? 
A-| Sola 2-20 aog-| Me 
3 5 15 
(dimana Lx) sebagai bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama dengan x). 
Sehingga, |AU B| — IAl--|B| -JA NB| -33 420-647 
Jadi, ada 47 buah bilangan mulai 1 s.d. 100 yang habis dibagi 3 atau 5. 


Contoh 2: 
Dari semua 200 orang siswa disuatu SMA X, terdapat 95 siswa suku olahraga 
bulutangkis, 85 siswa suka olahraga sepakbola, dan 30 siswa suka olahraga keduanya. 
Banyaknya siswa yang tidak suka olahraga keduanya? 
Pembahasan: 
Misalkan A adalah himpunan siswa yang suka olahraga bulutangkis 
B adalah himpunan siswa yang suka olahraga sepakbola, maka 
IAI — 95, (BI -85, & (ANBI -30, 


Sehingga: (AU B| — |A|--IB| -|A n BI - 95 485 —30 —150. 


Jadi, banyaknya siswa SMA X yang tidak suka bulutangkis maupun sepakbola adalah 
200-150- 50 orang. 


Contoh 3: 

Sebuah TV Contest mensurvey 100 orang tentang kesukaan melihat tayangan A, B, 
dan C. Dari hasil survey diperoleh data: 20 orang suka A, 16 orang suka B, 8 orang 
suka A dan B, 5 orang suka A dan C, 4 orang suka B dan C, serta 2 orang suka melihat 
ketiganya. Berapa banyak orang yang tidak suka melihat ketiga tayangan tersebut? 
Pembahasan: 

Kita akan menghitung JA“ NB” NC"|. Dengan menerapkan prinsip inklusi-eksklusi 


untuk komplemen suatu himpunan, kita peroleh bentuk 


- 196 -Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


AAB AC 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


— ISI-IAUBUC| 


— Isf -al-IBI-Icl-lanBI-lanci-IB nc la nB ac) | 
— 100—/20416-414-8-5-4-42)-65 


Jadi, ada 65 orang yang tidak suka ketiga tayangan A, B, dan C. 


LATIHAN 4 


1. 


10. 


11. 


Dalam suatu kelas, 10 siswa mengikuti ekstra komputer, 6 siswa mengikuti 
matematika, dan 3 siswa mengikuti ekstra komputer & matematika. Berapa banyak 
siswa yang mengikuti sedikitnya satu ekstra? 
Andaikan A4,4b,...,A, adalah himpunan yang saling lepas dan NA: )-i untuk 
i-12,3,...,n. Tentukan: a) |(A, NA, D.. NA,| b) (JA YA, UV. VA, 
Andaikan A dan B suatu himpunan sedemikian sehingga |a| - 10,|8| —7, 
Berapakah (An BI? 
Andaikan A dan B subset dari U. Tentukan U —(AJB)| jika |A|-3, 
IAoB|-1 , dan |U| -10. 
Dari 20 orang pemain olahraga, 10 orang bermain basball, 5 orang bermain bola 
basket, dan 2 orang bermain keduanya. Berapa banyak orang yang tidak bermain 
keduannya? 
Berapa banyak bilangan bulat positif yang tidak melampaui 1000 yang habis dibagi 
oleh 7 atau 11? 
Berapa banyak bilangan bulat positif yang tidak lebih dari 1000 yang habis dibagi 
oleh 5, 7, atau 11? 
Berapa banyak bilangan bulat x dimana 14 xx100 yang habis dibagi 2, 5, atau 
12? Tidak habis dibagi 3, 7, dan 11? 
Berapa banyaknya solusi bilangan bulat untuk persamaan x4 -xo #xg —24 
dengan 1£ X4 £5,12& xo £18, —1s xg 12? (Gunakan prinsip Inklusi-Eksklusi) 
Sebuah benda akan digerakkan dari titik A(0,0) ke titik B(6,4) namun benda 
tersebut hanya dapat bergerak ke atas ke kanan melalui titik-titik koordinat. 

B 


AUB|-11. 


B| -3, 


A 


a. Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai titik B ? 

b. Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai titik B 
namun harus melalui titik P(4,2) ? 

Cc. Ada berapa cara benda tersebut bergerak dari titik A hingga mencapai titik B 
namun harus melalui ruas PO dengan 014,3) ? 

Diketahui 5 x 5 grid persegi. Carilah banyaknya jalan terpendek dari O ke B? 


Oo 
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17. 


18. 


19. 
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Diketahui 10 x 5 grid persegi panjang. Carilah banyaknya jalan terpendek dari O ke 
p? 


(OSP 2012) Banyaknya bilangan bulat positif n yang memenuhi n & 2012 dan 
meruapakan bilangan kuadrat sempurna atau kubik atau pangkat 4 atau pangkat 5 
atau ... atau pangkat 10, ada sebanyak ... 

(OSK Tipe 3/2012) Disuatu papan tulis tertera bilangan dari 1 sampai dengan 100. 
Adi diminta untuk menghapus bilangan kelipatan dua, Upik diminta menghapus 
bilangan kelipatan tiga. » adalah banyaknya bilangan yang masih tertera di papan 
tulis. Jumlah digit dari p adalah ... 

(OSK 2003) Sebuah kelas terdiri dari 40 siswa. Diantaranya, 20 siswa 
menyukai pelajaran Matematika, 15 orang menyukai pelajaran Biologi, 15 orang 
menyukai pelajaran Bahasa Inggris dan lima orang menyukai ketiganya. 
Banyaknya siswa yang menyukai sedikitnya satu dari ketiga pelajaran tersebut 
adalah ? 

(OSP 2008) misalkan |X| menyatakan banyaknya anggota himpunan X. Jika 


|IAUB -10& |A — 4, nilai yang mungkin untuk |8| adalah ... 


(AMC 12/2001) Berapa banyak bilangan bulat positif yang tidak lebih dari 2001 
yang merupakan kelipatan 3 atau 4 tetapi bukan kelipatan 5? 

(AHSME 1966) Banyaknya bilangan bulat positif kurang dari 1000 yang tidak dapat 
dibagi oleh 5 maupun 7 adalah ... 

(AHSME 1981) Berapa banyak dari 100 bilangan bulat positif yang pertama yang 
dapat dibagi oleh ke-empat bilangan 2,3,4,5? 

Jumlah semua bilangan bulat positif yang kurang dari 2010 dan tidak habis dibagi 
3 adalah ... 


. Prinsip Paritas 


Prinsip ini digunakan untuk mengeliminasi kemungkinan-kemungkinan tertentu dengan 
cara memperhatikan dua masalah saja, misalnya ganjil genap atau hitam putih. 


Salah satu aplikasi prinsip ini adalah menentukan banyaknya titik latis. Titik Latis 
(m,n) pada suatu bidang adalah titik-titik dengan koordinat bilangan bulat. 


Aplikasi lain yang menggunakan prinsip paritas adalah soal-soal yang berkaitan dengan 
pengubinan dengan tetromino. Berikut bentuk-bentuk tetromino diantaranya: 


ui: 


TH cb om dd 


L-tetromino T-tetromino Straight-tetromino Skew-tetromino 
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Contoh 1: 

Lima titik latis dipilih secara acak. Buktikan bahwa kita selalu bisa memilih dua titik 
sehingga titik tengah yang menghubungkan keduanya juga merupakan titik latis. 
Pembahasan: 

Perhatikan bahwa terdapat empat pola paritas: (genap, genap), (genap, ganjil), 
(ganjil,ganjil), dan (ganjil, genap). Berdasarkan PHP diantara lima titik latis pasti 
terdapat dua titik yang memiliki paritas sama. Pilih dua jelas bahwa titik tengahnya 
merupakan bilangan bulat juga. 


Contoh 2: 

Tunjukkan bahwa sebuah papan catur 8 x 8 tidak bisa ditutupi dengan 15 Straight- 
terromini dan sebuah L-tertromino. 

Pembahasan: 

Warnai baris 1, 3, 5, 7 dengan warna hitam dan baris 2, 4, 6, 8 dengan warna putih. 
Straight-tetromino akan selalu menutupi persegi putih dengan jumlah genap, 
sedangkan L-tetromino akan selalu menutupi dengan jumlah ganjil. Jika dimungkinkan 


ada pengubinan yang diminta, maka kita akan menutupi ubin warna putih dengan 
jumlah ganjil, kontradiksi. 


Contoh 3: 
Misal a,, a,,...,a, adalah sebarang permutasi dari 1, 2, ..., n. Jika n adalah ganjil, 


buktikan bahwa (a, —1)(a, —2)... (a, —n) adalah genap. 
Pembahasan: 
Andaikan sebaliknya. Maka setiap faktor (a,—i) adalah ganjil. Misalkan n-—2k-1 


untuk suatu k bilangan bulat. Maka banyak i dengan paritas genap adalah k dan 
banyak i dengan paritas ganjil adalah k--1. Agar (a, —i) ganjil maka a, dan i harus 


berbeda paritas. (Kontradiksi) 


Contoh 4: 

Jika p dan g adalah dua bilangan prima yang memenuhi » #-g — 2005. Jika p 54, 

tentukan p — g. 

Pembahasan: 

Metode menyelesaikan soal ini menggunakan sedikit pengaruh dari prinsip paritas. 
2005 (ganjil) -p (ganjil) t a (genap) 

Bilangan prima genap hanya bilangan 2. Jadi, g-—2. 

Kemudian substitusikan g ke persamaan didapat p - 2003. 


Jadi, p-g - 2001. 


Contoh 5: 

Tentukan bilangan prima dua angka terbesar yang merupakan penjumlahan dua 
bilangan prima. 

Pembahasan: 

Bilangan prima selalu ganjil, kecuali 2. Misalkan dua bilangan prima yang dimaksud 
dalam soal adalah x dan y, maka paritas x dan paritas y berbeda (bilangan ganjil 
diperoleh dari bilangan ganjil tambah bilangan genap). Atau tanpa mengurangi 
keumuman, x genap dan y ganjil. X sudah pasti 2. Mudah dicek bahwa y-71. Sehingga 
bilangan prima yang ditanyakan dalam soal adalah 7/1--2-73 
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Contoh 6: 

Tunjukan bahwa banyaknya peserta yang melakukan jabat tangan sebanyak k 
bilangan ganjil adalah genap. 

Pembahasan: 

Misalkan T, total banyaknya jabat tangan yang dilakukan peserta, serta d(i) adalah 
banyaknya jabat tangan yang dilakukan oleh peserta ke-i. Dari sana maka diketahui 
bahwa: 


or - Hati) 


Sehingga Yati adalah bilangan genap. Akibatnya karena 
il 


ra - Ya: YdH 


dti) genap dti) ganjil 
Maka Yati adalah bilangan genap juga. 
i—| 
Jadi terbukti bahwa banyaknya d(i) yang ganjil harus genap. 


LATIHAN 5 

1. (OSK 2005) Titik Ala, b) disebut titik letis jika a dan b keduanya adalah bilangan 
bulat. Banyaknya titik letis pada lingkaran yang berpusat di O dan berjari-jari 5 
adalah ... 

2. (OSP 2007) Misalkan V adalah himpunan titik-titik pada bidang dengan koordinat 
bilangan bulat dan X adalah himpunan titik tengah dari semua pasangan titik 
pada himpunan V. Untuk memastikan bahwa ada angota X yang juga 
memiliki koordinat bilangan bulat, banyak anggota V paling sedikit harus :: 

3. (OSP 2010) Pada suatu bidang terdapat n titik yang berkoordinat pasangan 

bilangan bulat. Nilai n terkecil agar terdapat dua titik yang titik tengahnya juga 

berkoordinat pasangan bilangan bulat adalah -: : : 

Apakah papan catur berukuran 10 x 10 kotak dapat ditutup oleh 25 T-tetromino? 

Apakah papan catur berukuran 8 x 8 kotak dapat ditutup oleh 16 T-tetromino? 

Diberikan 9 bilangan asli sebarang yang faktor primanya anggota dari himpunan 

437,115. Buktikan bahwa terdapat setidaknya dua bilangan sehingga hasil kalinya 

merupakan bilangan kuadrat. 

7. Bilangan 1, 2, 3, .., 10 dituliskan dalam suatu baris. Tunjukkan bahwa 
bagaimanapun tanda penjumlahan/pengurangan digunakan di depan masing- 
masing bilangan, maka jumlahnya tidak akan pernah nol. 

8. (OSK, Tipe 1/2012) Banyaknya bilangan bulat n yang memenuhi 
(n — ln —3)(n —5) ....in— 2013) — n(n4#2)(n—-4)..(n #2012) adalah .... 


ana 


6. Fungsi Pembangkit 
Pendahuluan 
Fungsi pembangkit adalah alat yang penting dalam menyelesaikan masalah 
membilang, yaitu mencari banyaknya suatu pilihan dalam mengambil obyek, atau 
banyaknya cara dalam melakukan kegiatan tertentu. 


Contoh 1: 
Tentukan banyaknya solusi bilangan bulat untuk X, #-X, -r dengan 0s xXx, S1 dan 
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ex 2 
Pembahasan: 
Perhatikan tabel berikut: 
Xi X5 Jmlh 
0 1 1 
0 2 2 
1 1 2 
1 2 3 


Jadi, ada satu cara mendapatkan jumlah 1 
, ada dua cara mendapatkan jumlah 2 
, ada satu cara mendapatkan jumlah 3 


Contoh 2: 

Hasil dari (x0 #- x1) (x' 4x2) adalah ... 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 

bea Aj key a tr) 
— XX X2 4 xx 4 11122 
SAY EK hg 
5x1 42124 x3 


Dari contoh 1 dan 2, ada kesamaan perfoma: 

v Eksponen pertama pada contoh 2, berkoresponden dengan kemungkinan nilai 
untuk X4 

v Eksponen kedua pada contoh 2, berkoresponden dengan kemungkinan nilai untuk 
X2 

“Perhatikan hasil akhir pada contoh 2, 
x! berkoresponden dengan ada satu cara mendapatkan jumlah 1 
2x? berkoresponden dengan ada dua cara mendapatkan jumlah 2 
x? berkoresponden dengan ada satu cara mendapatkan jumlah 3 


Dari dua contoh di atas maka dihasilkan definisi-definisi berikut: 

Definisi 

a) Deret berpangkat adalah ekspresi dalam bentuk (apx? #a,x! -a,x? #--). 
Koefisien ke-i adalah ay dan khususnya a, adalah koefisien ke-0 (konstanta) 

b) Perkalian didefinisikan dengan menentukan koefisien dari x" dalam 
(apxO ta,x! 4) (box? 4 b,x! 4--) sama dengan apbr #a,b», #--#a,b,. 
Definisi ini sering disebut Identitas Konvolusi. 

c) Penjumlahan didefinisikan dengan menentukan koefisien dari x" dalam 
(apx H#a,x! 4) 4 (boxO #b,x! 4--) sama dengan a, #bh,. 


Definisi 
Suatu fungsi 


Fe) —ap #a,x Hapx? 4 apa" 4 — 2 On 
n- 


0 
disebut fungsi pembangkit biasa dari barisan tak terhingga bilangan real 
Ag, A1, A2) -.-» Ap, --- 


Dari fungsi pembangkit biasa, jika ary, 5 a,4» —": 50 maka fungsi pembangkitnya 
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n 
fO—ataxtap H--ta,x" 5D xi 
i-0 
Contoh 1: 
Untuk sebarang n anggota bilangan bulat positif, 
n n 


da" — 2. Won 2. Gg Pi 
0 jt j2 ta tajan 


Dengan demikian #W-(1tx)" adalah fungsi pembangkit dari barisan 
(0): (D: kah: o00, 


Contoh 2: 
“Fungsi pembangkit dari barisan 3, 3, 3, 3, .... adalah 3 - 3x # 3x? 4 3x? 4. 
“Fungsi pembangkit dari barisan 39, 31, 32,... adalah 38 4 31x 4 32x? 4... 


LATIHAN 6A 
Tentukan fungsi pembangkit dari barisan 2, 2, 2, 2, .... 
Tentukan fungsi pembangkit dari barisan 28, 21, 22, 23, .... 
Berapakah koefisien x? dalam penjabaran (1#-x tx? 4-—) d4#x4x24-)? 
Periksalah apakah benar bahwa 1 - (1—x)14x 4x? 4--) 
Tentukan fungsi pembangkit kasus berikut: 
a. Banyaknya barisan r-digit biner 
b. Banyaknya r-multisets dari (x4,x2, .... nb 


Sie mt ul edi ai 


Pemodelan Masalah dengan Fungsi Pembangkit 

Dalam bagian ini, kita akan fokus pada masalah menentukan fungsi pembangkit dari 
suatu masalah. Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh berikut: 

Contoh 1: 

Tentukan fungsi pembangkit untuk banyaknya solusi bulat untuk X, -X, #-X, —r 
dengan X, 5 0. 

Pembahasan: 

Fungsi pembangkit kasus ini adalah (14-x tx? -x? 4). 


Contoh 2: 

Tentukan fungsi pembangkit untuk banyaknya solusi bulat untuk X, #2X, #3X3 # 
4X, —r dengan X, 2 0. 

Pembahasan: 

Misalkan Zj — iX,, maka kita peroleh Z, #Z, #Z3 #Z, —r, Zj — O,i, 21, 31, ... 

Fungsi pembangkitnya adalah (1 #x-x2-x?4--)A 4x2 4x1 4x04)? 4 
x bx? 4) 44x 4x8 4x2 4.) 


Contoh 3: 

Tentukan fungsi pembangkit untuk masalah menentukan banyakanya cara 
mendistribusikan 10 bola identik ke dalam 3 lubang berbeda dengan tiap-tiap lubang 
berisi bola dengan jumlah genap. 

Pembahasan: 

Masalah ini eguivalen dengan X, # X, # X3 — 10, dengan X, — 0,2,4,6,.... 
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distribusi 10 bola identik ke dalam tiga lubang berbeda dengan masing-masing lubang 
berisi bola dengan jumlah genap sama dengan mencari koefisien x?!. 


Contoh 4: (Masalah Dadu Galileo) 

Banyaknya cara mendapatkan jumlah mata dadu 10 dari pelemparan 3 dadu berbeda 
secara bersamaan satu kali. 

Pembahasan: 

Masalah ini eguivalen dengan X, # X, # X3 — 10, dengan 1 £ Xj « 6. 


Fungsi pembangkit untuk masalah ini adalah (x4#-x? -x? -xt 4x?” 4x9)? dan 
banyaknya cara ketika tiga dadu berbeda dilempar bersamaan satu kali sehingga 
dihasilkan jumlah mata dadu 10 sama dengan koefisien dari x!?. 


Contoh 5: 

Tentukan fungsi pembangkit untuk banyaknya solusi untuk X, #X, #--#-X, Sr, 
dengan 1 £ X, & 3. 

Pembahasan: 

Ini mudah kita lihat bahwa masalah ini eguivalen dengan 

KA Xt A4 Xn # Ans, Sr, dengan 1S X, 3,1 Sk Sn, & Xp1, 5 0. 


Sehingga fungsi pembangkitnya adalah (x #x? -x?)" (14x4x?4-—) 


LATIHAN 6B 
1. Tentukan fungsi pembangkit untuk persamaan bulat berikut ini: 
as. Au bka AGEN, er Kesk 
b. X4X, #Xg 5, Xp 2 —k 
C. X,#X, #X3 #X, #X- —r, dengan X,,X,,X3 genap non-negatif dan X,,X- 
ganjil non-negatif. 
d. X, #X, #Xz Cr, dengan k S X, S 2k 
e. 2x, 43X, #5X3 Sr, Xe Ok. 
2. Tentukan fungsi pembangkit dari masalah-masalah berikut: 
a. Banyaknya cara mendistribusikan 15 bola identik ke dalam 10 lubang 
berbeda. 
b. Banyaknya cara mendistribusikan 12 bola identik ke dalam 8 lubang berbeda 
dengan masing-masing lubang berisi dengan jumlah bola genap. 
Cc. Banyaknya mendistribusikan 24 bola identik ke dalam 11 lubang berbeda 
dengan banyaknya bola pada lubang ke-1 dan ke-2 ganjil. 


3. Tentukan fungsi pembangkit untuk banyaknya bilangan bulat antara 0 dan 
99.999 yang jumlah digitnya adalah r. 

4. Tentukan fungsi pembangkit untuk banyaknya cara bahwa melempar 3 dadu 
berbeda secara bersamaan satu kali sehingga menghasilkan jumlah paling banyak 
r 


Koefisien dari Fungsi Pembangkit Biasa 

Setelah pada bagian sebelumnya, kita telah mendiskusikan cara menyusun fungsi 
pembangkit dari suatu masalah kombinatorika. Pada bagian ini, kita akan membahas 
masalah-masalah kombinatorika yang melibat dengan mencari koefisien suku tertentu. 
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Teorema-Teorema: 


1. (Binomial Theorem) WA - z2)" — n 4 (— Xx # (5) Pa Hinata D (») 5 


2. (Multinomial Theorem) Ga Hxo #4 xm)" adalah jumlah semua suku dari 


bentuk (. ) Ka. Ki" sedemikian sehingga 1, Hr, H-4, —n. 
1 


2 Ta aa Tara 


3 (4x44 tt.) 2 
Gu aa 


n—14r 


Pa 
r 


Ja 


A4 4x42 4041171 5 15x") (1414x4224 ...) 
Aang () jana (janet na (jaan 


6. 5-1 4x424-. 
1-—x 


Contoh 1: 

Tentukan koefisien dari x29 dalam penjabaran (x? 4- x4 4 --)3. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: 

Hat 5x11 4#x4#x24--), dengan mengunakan sifat 3 di atas, maka kita 
peroleh: 


2 C9 Tj (4) 21 (3) A 


0 1 3 
Dan koefisien dari x29 adalah (? — 5 Ti 


Contoh 2: 

Tentukan koefisien dari x? dalam penjabaran (1 #x 4x2 4-4 x5)4, 
Pembahasan: 

Dengan menggunakan sifat (4) di atas, maka: 

4x 4x2 44x) 5 (1-14) 4xHx2 4-4), 

Dengan menggunakan (3) & (5), kita peroleh: 


| @- De Ga jet DC JA Jt 


Sehingga aa - sawah : 
AN (4—1 — 
(o)( 2 Ne AI ) 


LATIHAN 6C 

Tentukan koefisien dari suku-suku yang diketahui. 

x1? dalam “4x4 4--:--)$ 

x? dalam (14x 4x? 4----)10 

x24 dalam (x8 4x4 4-4 x12)4 

x? dalam (x 4x2 4-72 A—x) 

x10 dalam C2 Hx4 43 A42 44x) 1x) 
x10 dalam C2 4x8 43 A44 4x) 1x) 


an TN ee Ke 


- 204 -Diktat Pembinaan TIM OSN Matematika 2014 Didik Sadianto 


SMA Parul Ulum 2 Jombang 


(a-x2)" 
(1-—x)3 


7. x? dalam 


Aplikasi Fungsi Pembangkit Biasa dalam Pemecahan Masalah 

Dalam bagian ini kita akan membahas beberapa contoh yang melibatkan konsep fungsi 
pembangkit dan hubungannya untuk masalah-masalah kombinatorika. 

Contoh 1: (Masalah Dadu Galileo) 

Berapakah peluang bahwa ketika melempar tiga dadu berbeda sehingga menghasilkan 
jumlah sama dengan 10. 

Pembahasan: 

Perhatikan bahwa: n(S) — 6? — 216. 

Misalkan A: kejadian mendapatkan jumlah 10 dalam pelemparan 3 dadu berbeda. 


Banyaknya cara menghasilkan jumlah 10 dalam pelemparan 3 dadu sama dengan 
kasus banyaknya solusi bulat dari: 
AA PA 210, LEK co (9 
Dari (“), maka fungsi pembangkitnya adalah (x #x? 4 --4-x9)3. 
n(A) sama dengan koefisien dari x!?. 


Perhatikan bahwa: 
K2 44x 5x34 4x4 4x) 5x21 1x 4141x4124)? 


an ai Lana O binal E3 Lani IG Ung In GAME TU Lina 
Sehingga, koefisien x' dalam (9) - (5) x 4 " X2 — “La jer - F0 (3 5 una La ad 


sen (CI) (3) OI) 2320-9227 


Sehingga, n(A) — 27 


n(A) 27 1 


Jadi, PA) — 78 2 


n(S) 216 8 
Contoh 2: 
Berapakah banyak cara mendistribusikan 7 bola identik ke dalam 3 kotak berbeda 
dengan masing-masing kotak memuat maksimal 3 bola. 
Pembahasan: 
Masalah ini identik dengan mencari solusi bulat dari X, # X, # X3 — 7, dengan 
OSX, K3 


Sehingga fungsi pembangkitnya adalah (1 #- x -x? #x?)? dan banyak cara 
mendistribusikan 7 bola identik ke dalam 3 kotak berbeda dengan syarat pada soal 
sama dengan mencari koefisien x' dalam fungsi pembangkit di atas. 


Sekarang perhatikan bahwa: 
14x4x241) 5 1—x1)814x4x24-5)f 


BL BAG Lain) Lita C1 Lai N KONI NAN had GEN DID Les GR Lensa 


Sehingga koefisien dari x' adalah (5) (? - - si 7 — (5) Ke 2 : : "| — 6 


Jadi, banyak cara mendistribusikan 7 bola identik ke dalam 3 kotak berbeda dengan 
masing-masing kotak memuat maksimal 3 bola adalah 6. 
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LATIHAN 6D 

1. Gunakan fungsi pembangkit, untuk menemukan banyaknya solusi untuk 
persamaan bilangan bulat berikut: 
a. X, #X», #X34#X, 510, dengan 1 £ X, & 6. 
b. X,4#X, #X52 4#X, 515, dengan X, 2 0 dan X, genap 
C. X, 4#X, #X3 — 6, dengan 1 SX, S5, X, 522, &X3 53. 
d. X, #X», #X34#X, S 10, dengan 1 £ X, £ 10. 

2. (OSK, 2012) Suatu dadu ditos enam kali. Tentukan probabilitas jumlah mata yang 
muncul 27. 

3. (OSK, Tipe 1/2011) Enam dadu dilempar satu kali. Probabilitas banyaknya mata 
dadu yang muncul jumlahnya 9 adalah ... 

4. (OSP, 2009) Tiga dadu berwarna hitam, merah, dan putih dilempar bersama-sama. 
Macam hasil lemparan sehingga jumlah ketiga mata dadu adalah 8 sebanyak ... 

5, Berapa banyak cara memilih 10 huruf dari huruf F, U, N, C, T, I, O dimana paling 
banyak huruf U tiga dan huruf O sedikitnya satu? 


6. Berapa banyak cara mendapatkan jumlah 15 jika 7 dadu berbeda dilempar sekali 
bersamaan? 

7. How many ways are there to collect 13 dollar bills from a class of 30 distinct 
children if each child gives at most 2 dollars? 

8. How many ways are there to distribute 2n identical balls into four distinct cells so 
that no cell contains more than n balls? 

9. (OSK, 2013) Suatu dadu ditos enam kali. Banyak cara memperoleh jumlah mata 
yang muncul 28 dengan tepat satu dadu muncul mata 6 adalah ... 
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